обозначения вектора буква с апострофом н-п: e’

воп:1 понятие вектора и действия над векторами.

Вектор – направленный отрезок. Нуль вектор – это вектор у которого начало совпадает с концом. Длиной – или модулем вектора называют длину отрезка. Вектор длина которого равна единице измерения называется единичным вектором. Вектор свободен как на плоскости так и в пространстве т.е. его можно перенести в любую точку пространства не меняя не длины не направления.
Два вектора (несколько век.) лежащие на одной прямой или на парралл-ых прямых называются коллинеарными.  Коллениарные вектора имеющие одинаковые (разные) направления наз-ся сонаправленными (противоположно направленными).
Два сонаправленных вектора имеющие одинаковые модули называются равными. Два вект. имеющие одинак. модули но противопол. направленные называются равно противоположные.

Действия: Что бы сложить неск. векторов выделяем точку О в неё перенесем начало первого слог. вектора, затем начало второго слог. вектора помещаем в конец первого слог. и т .д. и получаем ломаную линию. Тогда вектор суммы будет вектор соединяющий начало первого с концом последнего слагаемого вектора. (если начало первого и конец последнего слагаемых векторов совпали то сумма равно 0 вектору) Два вектора можно сложить 2 способами: правило треугольника и правило параллелограмма. Сложение векторов коммутативно и ассоциативно( (а+b)+c=a+(b+c) ) . Модуль суммы двух векторов ( сумме модулей этих векторов.

Разность: Для нахождения вектора разности а-b  уменьшаемый и вычитаемый вектор приводят к общему началу, вектор разн-ти это вектор соединяющий конец вычитаемого с концом уменьшаемого.
Умножение вектора на число: k-число a’*k=p’ вектора a’ и p’ сонаправленны если k>0 и противопол-но направ-ны если k<0 Сво-ва: 1*а’=а’,  a’(-1)=-a’,  k(a’+b’)=ka’+kb’,  (k1+k2)a’=k1a’+k2a’,  0a’=0’,  k1(k2a’)=(k1*k2)a’

Скалярное произведение: скаляр. произв. двух не нулевых векторов есть число равное произведению модулей этих векторов и косинуса угла между ними. Св-ва: 1.ск.произ равно нулю тогда и только тогда когда векторы ортоганальны. 2. Скал. произв. двух векторов равно произведению модуля одного из них на проекцию другого на направление третьего (a’,b’)=|a’|*прA’ b’ 3.Скалярное произ a’ на сумму b’+c’ равно сумме скал произв a’b’ и a’c’ (a’,b’+c’)=(a’,b’)+(a’,c’) 4. Скалярное произв вект. (ka’,b’) равно k(a’,b’) 5. Скалярное произведение комутативно (a’,b’)=(b’,a’). Док-во: (a’,b’)=|a’|*|b’|cos(a’,b’), (b’,a’)=|b’|*|a’|cos(b’,a’) =|a’|*|b’|cos(-(a’,b’))=|a’|*|b’|cos(a’,b’)=(a’,b’) Сочитательный или асациатив. закон не выполняется. 6. (a’,a’)=a’2  =|a’|2  7. cos(a’,b’)= (a’,b’)/|a’|*|b’| 8 Если |a’|=|b’|=1 то (a’,b’)=cos(a’,b’)

воп 2: Координаты вектора

Два вектора (несколько век.) лежащие на одной прямой или на парралл-ых прямых называются коллинеарными.  Коллениарные вектора имеющие одинаковые (разные) направления наз-ся сонаправленными (противоположно направленными).
Три вектора наз-ся компланарными -  если они лежат в одной плоскости или параллельны одной плос-ти

Упорядоченная тройка линейно-независимых(т.е. не компланарных) векторов назыв-ся базисом.   k1*e’1+k2*e’2+k3*e’3=0’ где ki =0 

Приведем эти вектора к общему началу О. Совокупность векторов e1’,e2’,e3’ и О называют репером общей афинной системы координат.

Т: Всякий вектор а’ в пространстве может быть разложен и при том ! образом по данному базису.   [рисунок!!!]
Докозательство: 1). ОА’=a’  

a’=OP’+OQ’+OR’ т.к. OP’ и e1

 коллинеарны OP’=xe’1 аналогично 

OQ’=ye’2,  OR’=ze’3  a’= xe’1+ye’2+ze’3   (*)

2) покажем единственность: допустим найдется 3 числа x1,y1,z1 такие что a’=x1e’1+y1e’2+z1e’3 (**) сравнивая (*) и (**) имеем xe’1+ye’2+ze’3= x1e’1+y1e’2+z1e’3 группируем (x-x1)e’1+(y-y1)e’2+(z-z1)e’3=o’ по опр-ю базиса векторы e’1,e’2,e’3 линейно не зависимы это значит что их кооф-ты =0 т.е. x-x1=0 y-y1=0 

z-z1=0 т.е x=x1 y=y1 z=z1 ч.т.д.

Коофициенты разложения вектора а’ по базису называют координатами вектора a’={x,y,z} векторы xe’1, ye’2, ze’3 векторы коллинеарные векторам базиса называются компонентами вектора а’. Сво-ва:

1Координаты вектора суммы(разности) равны сумме (разности) координат соот-их векторов. 2. чтобы умножить вектор на число нужно каждую его коор-ту умножить на число.

Тройка векторов называется правой тройкой векторов если смотреть с конца каждого из этих векторов и видить кротчайший поворот от следующего вектора к последующему против часовой стрелки. [рисунок!!!!!]

воп3: Векторное произведение.

Тройка векторов называется правой тройкой векторов если смотреть с конца каждого из этих векторов и видить кротчайший поворот от следующего вектора к последующему против часовой стрелки.
Векторным произведением векторов a’ и b’ называется третий вектор c’  который удовлетворяет  условиям: 1. |c’|=|a’|*|b’|sin(a’,b’) 2. c’перпендекулярен a’ ,и c’ пер-н b’  3. За направление вектора  c’ выбирается такое

 что тройка векторов считается правой. [рисунок]

обозначается c’=[a’,b’] причем модуль

 вект-го произведения есть площадь паррал-мма

Свойства: 1.Векторное произведение антикомутативно 
[a’,b’]=-[b’,a’] 2.Числовой множитель можно выносить за знак век. произв. [na’,mb’]=nm[a’,b’] 3. Векторное произведение равно нульвектору если хотя бы один из векторов нулевой, либо они коллинеарны. 4 Дистрибутивный закон [a’+b’,c’]=[a’,c’]+[b’,c’]

Вычисление векторного произведения: a’={x1,y1,z1} b’={x2,y2,z2}

	[a’,b’]= 
	{
	y1
	z1
	z1
	x1
	x1
	y1
	}

	
	
	y2
	z2
	z2
	x2
	x2
	y2
	


Еще есть формула определитель 3го порядка:


Площадь треуг-ка: т.к. модуль век. произв. есть площадь парралел-ма то площадь треуг. будет равна половине площ пар-ма т.е. Sтр=1/2Sпр=1/2*|[a’,b’]|=1/2√|[a’,b’]|

воп 4:Смешанное произведение векторов.

a’,b’,c’: два вектора из этих трех умножим драг на друга векторно, а на третий вектор скалярно:

(a’b’c’)=([a’,b’],c’)=|[a’,b’]|*пр[a’,b’]c’
=+ -Vпар-да  т.к. [a’,b’]=Sпар-мма 

пр[a’,b’]c’-высота пар-да 

причем a’,b’,c’  правая тройка 
Объем тетраэдра: Vтетр=+ - 1/6Vпар-да

Vтерт=1/3SABC h
Vпар=1/2SABCM h  т.к 2 SABC = SABCM то

Vтерт=1/3(1/2SABCM )h=1/6 SABCM h=1/6Vпар=

=+ -(BA’,BC’,BD’) 

сво-ва: 1.Смешаное произведение

 = 0 ( когда векторы компланарны

т.е лежат в одной или парррал-ых 

плоскостях. 2.Форумула вычисления

через определитель 3 го порядка

a(x1,y1,z1) b(x2,y2,z2) c(x3,y3,z3)

3.(a’b’c’)=(b’c’a’)=(c’a’b’) 4.(a’b’c’)=-(b’a’c’) (a’b’c’)=-(c’b’a’) (a’b’c’)=-(a’c’b’) 4.((k*a’)b’c’)=k(a’b’c’) 5.((a’+b’)c’d’)=(a’c’d’)+(b’c’d’)

воп 5: Прямая на плоскости.

опр: вектор перпен-ый к прямой на плоск-ти называют вектором нормали.

Пусть n’{A,B} век норм. M0(x0,y0) фикс т. M(x,y) произв точка прямой. Организуем вектор M0M’{x-x0,y-y0} т.к векторы n’ и M0M перпендек-ы то их скал. произв =0 (n’,M0M’)=0 A(x-x0)+B(y-y0)=0 

раскрыв скобки Ax+By+(-Ax0-By0)=0 обозн-м c=(-Ax0-By0) получ.

Ax+By+C=0 общее ур. прямой.
Уравнение прямой с угловым кооф-м:

Пусть прямая задана направляющим вектором a’{m,n} и фикс. точкой M(x0,y0)  Угловым кооф-ом прямой называется отношение второй координаты направляющего вектора к первой. k=n/m Если m=0 то такие прямые угловых кооф-в не имеют(они паррал-ы OY или это сама OY) используем каноническое ур-е прямой: (x-x0)/m=(y-y0)/n отсюда y-y0=(x-x0)(n/m) или y-y0=k(x-x0)

первая форма ур-я с угл кооф. выразим у=kx+(-kx0+y0) обозначим (-kx0+y0)=b  тогда y=kx+b вторая форма.

Угол между прямыми:

tg(=(k2-k1)/(1-k1*k2) где k1,k2 –угловые кооф. прямых

Один из углов между прямыми это угол м-у их векторами нормали сos(=((n1’,n2’)=(n1’,n2’)/|n1||n2| или 

cos(=(A1A2+B1B2)/((A12 +B12(A22 +B22) где n1{A1,B1} n2{A2,B2} L1: A1x+B1y+C1=0 L2: A2x+B2y+C2=0

Условие парралельности: A1/A2=B1/B2(C1/C2 Условие перпенд-ти:A1A2+B1B2=0 Расстояниеот т до прямой:d=|x1cos(+y1sin(-p|

и еще d=|(Ax1+By1+C)/+ -(A2 +B2| Параметрическое уравнение прямой это система из 2 уравнений: x=x0+mt , y=y0+nt a{m,n} направляющий вектор. M0(x0,y0) t-параметр. 

Прямая разбивает пло-ть на 2 полуплоскости, та полуплоскость для всех точек которой выпол-ся нер-во: Ax+By+C>0 называется положительной относит. прямой, а вторая полуплоскость для всех точек которой Ax+By+C<0 называется отрицательной.

воп 6: Уравнение плоскости в пространстве.

Пусть имеем пл-ть  ( вектор нормали n{A,B,C} фикс.точка на пл-ти M0(x0,y0,z0) произв. точка M(x,y,z) расс-м вектор M0M’ {x-x0,y-y0,z-z0} т.к векторы M0M’ и n’ перпендек-ны то 

A(x-x0)+B(y-y0)+C(z-z0)=0 раскр.скобки Ax+By+Cz+(-Ax0-By0-Cz0)=0 обозначааем (-Ax0-By0-Cz0)=D имеем Ax+By+Cz+D=0 общее ур. плоскости.

Расположение плоскости: 1.A,B,C,D(0 пл-сть общего положения. 2 D=0 пло-ть проходит ч.з. т.О 3 А=0 пл-ть || OX 4B=0 ||OY 5C=0 ||OZ 6A=D=0 проходит ч.з. OX 7B=D=0 проходит через ОY 8С=D=0 через OZ 9A=B=0 пл-ть|| пл-ти ХОУ 10А=С=0 || XOZ 11B=C=0 ||YOZ 12A=B=D=0 пло-ть XOY 13A=C=D=0 XOZ 14B=C=D=0 YOZ
Уравнение плоскости проходящей через 3 точки это определитель 3 порядка:

В частном случае имеем уравнение плоскости в отрезках:

x/a+y/b+z/c=1 

Расстояние от точки до плоскости: что бы найти рас-е от т.М1 до пл-ти П, нужно привести общее ур. пло-ти е нормальному виду (xcos(+ycos(+zcos(-p=0) подставить координаты тМ1 в левую часть и результат взять по модулю

d=| x1cos(+y1cos(+z1cos(-p | или d=|Ax1+By1+Cz1+D/+ - (A2+B2 +C2 | Если выраж. под модулем >0 то точка M1 и нач. координат лежат в одной полуплоскости относительно прямой.

Расположение плоскостей: n1{A1,B1,C1} n2{A2,B2,C2} векторы нормали

1 Плоскости парралельны тогда A1/A2=B1/B2=C1/C2(D1/D2

2 Плоскости совпадают тогда A1/A2=B1/B2=C1/C2=D1/D2

3 Плоскости пересекаются под улом ( cos(=(n1’,n2’)/|n1’|*|n2’|

или cos(=(A1A2+B1B2+C1C2)/ (A12+B12 +C12(A22+B22 +C2

4 Пл-ти ортогональны A1A2+B1B2+C1C2=0

Плоскость разбивает пространство на 2 полупростр, то полупрст. для всех точек которого выпол-ся нер-во: Ax+By+Cz+D>0 называется положительнм относит. плоск, а второе ь для всех точек которого Ax+By+Cz+D<0 называется отрицательным.

воп 7: Уравнение прямой в пространстве

Рассмотрим параметрическое задание прямой это система из 3 уравнений: x=x0+tm y=y0+tn z=z0+tp выразим t и приравняем x-x0/m=y-y0/n=z-z0/p это каноническое ур-е пр-ой

В случае общего задания прямой, прямая задается как пересечение двух плоскостей т.е. системой из 2 уравнений:

A1x+B1y+C1z+D1=0 A2z+B2y+C2z+D2=0

Расположение прямой и плоскости: пусть пл-ть задана: Ax+By+Cz+D=0 (1) а прямая параметричеси системой: x=x0+mt y=y0+nt z=z0+pt (2) подставляя (2) в (1) и выражаем t
t=-(Ax0+By0+Cz0+D)/(Am+Bn+Cp)

1.Am+Bn+Cp(0 тогда значение t ! и прямая пересекает пло-ть в ! точке.

2. Am+Bn+Cp=0 а Ax0+By0+Cz0+D(0  прямая || плоскости.

3 Am+Bn+Cp=0 а Ax0+By0+Cz0+D=0 прямая лежит в плоскости

Углом между прямой и плоскостью назовем угол между прямой и ее проекцией на эту пло-ть. 

sin(=(Am+Bn+Cp)/(A2+B2+C2(m2+n2+p2
частный случай когда прямая перпенд-на к плос-ти условия:

A/m=B/n=C/p
Взаимное расположение 2 прямых в пространстве:

пусть прямые здааны канонически : x-x1/m1=y-y1/n1=z-z1/p1

x-x2/m2=y-y2/n2=z-z2/p2

1.L1 и L2 скрещиваются

условие:

2. если M1M2’, a1’ ,a2’ комплонарны значит их смешаное произведение равно 0, это означает что прямые лежат в одной плоскости:

а) если векторы а1’ и a2’ не коллинерны значит прямые пересекаются и образуют 2 угла один из которых это угол между их векторами нормали: cos(=(a1’,a2’)/|a1’||a2’|= (m1m2+n1n2+p1p2)/ (m12+n12+p12(m22+n22+p22

б) прямые перпендикулярны т.е a1’ пер-н a2’ условие: m1m2+n1n2+p1p2=0

в) параллельны m1/m2=n1/n2=p1/p2

воп 8: Движение плоскости

Движением ( наз-ся преобразование плоскости при котором сохраняется расстояние между любыми 2 точками плоскости.

(: А-А’  B-B’   |AB|=|A’B’| или так ((А)=A’ ((B)=B’ и выполн-ся |AB|=|A’B’|  

Преобразование – это биекция множества саомго на себя.

Симметрия, паралл. перенос, поворот плоскости всё это движения т.к. при этих преобразованиях сохраняется длина отрезка.

Симметрией S относительно прямой p называется такое преобр-е плоск. которое каждую точку плоск-ти  А  переводит в т. А’ и при этом выполняется 2 условия: 1АА’ перпенд-но p 2Середина AA’ принадлежит p.

Парр-ным переносом в плоск-ти на вектор u’ наз-ся такое преобр.  плоск-ти пр котором какждая точка А переходит в А’ и при этом выполняется АА’=u’

Вращением плоскости вокруг т.О на некоторый угол ((0 называется такое преобразование при котором А-А’ и выполняются 2 условия: 1ОА=ОА’ 2(АОА’=(
Свойства:  1 прямая в прямую. 2 угол в угол. 3.луч в луч. 4.отрезок в отрезок.Док-во: Зададим пар. перенос на вектор u’

Tu’:AB-A’B’ причем AB||A’B’

нужно дока-ть |AB|=|A’B’|

вектора AA’=BB’=u’ легко заметить что

ABB’A’ есть парралелограмм значит 

AB||A’B’ |AB|=|A’B’|

Т:Как бы не были ориентированы 2 репера, существует ! двидение переводящее первый репер во второй.

Движение не меняющее ориентацию это 1 рода а меняющее 2 рода. Опр: Есле реперы R и R’ одинакого ориентированы то данное движение будет первого рода

И его уравнение: система d: x’=xcos(-ysin( +a y’=xsin(+ycos( +b
если реперы ориентированы противоположно то это движение 2 рода и его уравнения: d’: x’=xcos(+ysin( +a y’=xsin(-ycos( +b
Лемма Шаля: Всякое движение первого рода отличное от тождественного, есть параллельный перенос или поворот.

Т: Всякое движение можно представить как произведение не более 3 осевых симметрий.

Подобие –это преобр. плоскости при котором расстояние между любыми  2 точками изменяется в к >0 раз. Подобие с коофю к=1 есть движение

воп 9 : Преобразование подобия

Гомотетия: h0k, c центром о и кооф. к(0 наз-ся преобр. пло-ти переводящее каждую точку А ы т.А’  и выполняются: вектор ОА’=k*векторOA (векторы коллинеарны)

Гомотетию можно задать 2 способами: 1 центром и коф-ом к 2центром О и парой точек A ,A’ Уравнения : сист: x’=kx y’=ky
Свойства гомотетии:1.прямая переходит в прямую ей парр-ую 2.сохраняется величина угла. 3.отношение преобразованого отрезка к первоначальному есть |k| 4.отношение  двух произвольных отрезков не меняется. док-во: AB и СD AB-A’B’ СВ-С’D’ по сво-ву 3 |A’B’|/|AB|=|k| и |C’D’|/|CD|=|k| прировняем и получим  |AB|/|CD|=|A’B’|/|C’D’| 5окружность переходит в окружность 6 Любые две окр. гомотетичны.

Подобие –это преобр. плоскости при котором расстояние между любыми  2 точками изменяется в к >0 раз. Подобие с коофю к=1 есть движение. Mk:A-A’  B-B’  |A’B’|=k|AB| Гомотетия есть частный случай подобия.

Т:Каковы бы нибыли два прямоуг. декартовых репера сущ. ! подобие переводящее первый репер во второй.

уравнения подобия сист: x’=k*(xcos(-Eysin()+a y’=k(xsin(+Eycos()+b
Т: Преобразование подобия образует группу , (или группу Кляйна).

Фигура F1 называется подобной фигуре F2 если сущест. подобие переводящее F1 в F2.

Свойства подобия:1 Каждая фигура подобна сама себе. 2 Симметричность : если F1~F2 то и F2~F1 3транзитивность F1~F2 а F2~F3 то F1~F3 т.е. отношение подобия есть отношение эквивалентности.

Т:Преобразование подобия есть произведение гомотетии и движения. Док-во: требуется докозать что M=d*h
возьмем гомотетию h c центром О в нач. коор-т и кооф-м к

h0k : A(x,y)-A1(x1,y1)  т.е. x1=kx y1=ky (2)  d:A1(x1,y1)-A’(x’,y’)

x’=x1cos(-Ey1sin(+a y’=x1sin(+Ey1cos(+b рассмотрим произведение d*h: x’=k*xcos(-Ek*ysin(+a y’=k*xsin(+Ek*ycos(+b вынесем к и приведем к виду x’=k*(xcos(-Eysin()+a y’=k(xsin(+Eycos()+b это уравнения подобия M с кооф. к т.е. d*h=Mk ч.т.д.

впо 10: Афинные преобразования плоскости

Пусть точки О,А и В не лежат на одной прямой. Обозначим ОА’=e1’ OB’=e2’ Пусть М произвольная точка. Т.т. векторы e1’ e2’ не колинеарны, то радиус вектор ОМ’точки М можно разложить по этим векторам: ОМ’=xe1’+ye2’. Числа х и у называются афинными кооринатами точки М в системе коо-т, определяемой началом О и базисными векторами e1’ e2’

Т: Всякая пряма может быть задана в афинной системе координат линейным уравнением. Всякое лин. уравнение задает в афин-ой системе коор-т прямую

Преобразование плоскости наз-ся афинным если оно любые три точки M1 M2 M3 лежащие на одной прямой переводит в 3 толчки M1’ M2’ M3’ лежащие на одной прямой и сохраняет их простое соотношение т.е. (M1,M2,M3)=(M1’,M2’,M3’) т.е. расстояние между ними сохраняется.Любое преобразование подобия есть афинное преобразование т.к. оно переводит прямую в прямую сохраняя простое отношение/

Т: всякое афин-е преобразование ( сохраняет отношение порядка. т.е если точка В лежит между точками А и С то точка ((В) лежит между ((А) и ((С) Док-во: обознач. ((А)=А’ ((В)=В’ ((С)=С’ предположим противное. Пусть например точка А’ лежит между точками B’ и C’ тогда выполняется равенство |A’C’|/|B’C’|=|AC|/|BC| Но |A’C’|/|B’C’|<1 |AC|/|BC|>1 и равенство невозможно. ч.т.д

Т:Пусть А В С и A’ B’ C’ – две тройки точек общего положения (т.е. не лежат на одной прямой) Существует ! аффинное преобр. переводящее точки А, В , С в А’, B’, C’ соответственно.

Т: При всяком афин-м преобр. образом прямой будет прямая, отрезок перейдет в отрезок, луч в луч. Паралл-ые прямые в парал-ые прямые. Сохраняется отношение отрезков лежащих на паралл-ых прямых.

Нетождественное афинное преобразование называется перспективноафинным или родственным преоб-ем если оно имеет по крайне мере две неподвижные точки.

Т:Перспективно-афинное преобразование однозначно определеяется заданием неподвижной прямой и пары соответствующих точек.

Т: Любое афинное преобразование можно представить вв виде композиции (произведения) подобия и и перспективно афинного преобр-я.

Фигуры F1 и F2 называются афинно эквивалентными если они А-эквивалентны т.е. ( такое афинноре преобр. которое F1 переводит в F2.

Т:Любые два эллипса (гиперболы, параболы) афинно эквивалентны

Т: При любом афинном преобразовании линия 2 порядка переходит в лин. 2 порядка.

Воп 11: Парралельное проектирование. Изображение фигур на плоскости.

Парал-е проект-е применяется при изображении плоских и пространственных фигур на плоскости.Пусть поектируемая фигура F есть некоторая плоскость ( очевидны утверждения: ( точка плоск-и ( имеет проекцию на  (. ( точка пло-ти ( является проекцией некоторой точки из (. Если точка М’ есть проекция т.М пл. ( в направлении прясой а, то точка М есть проекция точки М’ на пл. ( в направлении той же прямой а. Т.о парралельное проектирование есть взаимнооднозначное отображение одной плоскости на другую и обратное отображение также является паррал-ым проектированием. Св-ва: 1При пар-ом проект. плоскости проекция прямой являетс прямая, проек. отрезка отрезок, луча луч, ||ые праямые проект на ||ые прямые.2Сохраняется отношение отрезков лежащих на одной или || прямых.3(треугольник можно спроектировать в треуг. подобный любому даному треугольнику.

Т:Паралл-ое проектир. плоск-ти на плоскость можно представить в виде комопзиции перспективно-афинного преобразования и движения.

Т:(афинное преобр плоскости может быть представлено в виде композиции паралл. проектир. на некоторую плоскость, движения и преобразования подобия

Парр-е проектир. пространства на плоскость:  не является взаимнооднозначным. Т Польке – Шварца. Всякий тетраэдр можно спроектировать в четырехвершинник, подобный днному.

Изображение пространственных фигур: Если задано изображение A’B’C’D’ тетраэдра ABCD то определено изображение любой фигуры. Призма: основания равные n-угольники с || сторонами. Поэтому основание изображается 2 n-угольниками, один из которых получается || переносом другого. Боковые грани изображаются парралелогр-ми. Пирамида: оснвоание n-угольной пирамиды изображается n угольником, боковые грани треугольниками.

Изображение сечений многогранников.

Метод Монжа: Основная идея метода состоит в том что положение любой точки пространства определяется ее ортогональными проекциями на две взаимно перпендикулярные плоскости (1 и (2 Повернем пл (1 вокруг прямой х по которой пересекаются (1 и (2 до совпадения с (2. После этого поворота плоскости изобразятся на одном чертеже называемом эпюром. Плоскости делят пространство на 4 квадранта и в зависимотсти от того в каком квадранте находится точка ее проекции а эпюре находятся выше или ниже оси проекции

воп 12: Системы Аксиом школьно курса.

Аксиоматика Колмогорова: Состоит из 5 групп: 1Аксиомы принадлежности 2 Аксиомы расстояния 3 Акс. порядка 4 Акс. подвижности 5 Акс парралельности. Основные объекты: точка, прямая, неотрицательные величины. основные отношения: отн. принадлежности точки прямой и сопоставление каждой паре неотрицательной скалярной величины – расстояния между точками. группы аксиом 1,4,5 это аксиоматика метрического пространства.

Аскиоматика Погорелова: Погорелова еще больше расширяет аксиоматику и вводит в нее не только аксиомы измерения отрезков, но и аксиомы измерения углов, при этом соспоставляя в аксиомах измерения отрезкам и углам числа не делая оговорок о зависимости этих чисел от выбора едениц измерения. Необходимые уточнения были даны Александровым. основные понятия : точка прямаяю отношения: принадлежность, лежать между, расстояние между точками(длина отрезка), градусная мера угла. Группы: 1Аксиомы принадлежности 2Акс. Порядка 3Аксиомы меры для отрезков и углов4Аксиома ( треугольника равного данному. 

Следствия из 4: На данном луче от его начала можно отложить отрезок, равный данному отрезку, и при том только один.  От данного луча в заданную полуплоскость с границей содержащей данный луч, можно отложить угол, равный данному углу и при том только один.

5 Аксиома ( отрезка данной длинны

Следствия из 5: На данном луче от его начала можно отложить отрезок заданной длины и при том только один.  

 6Аксиома парралельных.

Треугольником называется фигура состоящая из 3 точек не лежащих на одной прямой и трех попарно соединяющих их отрезков. Углом называется фигура из двух различных лучей с общим началом. Лучом АВ с началом А называется множество точек состоящее из точки В и ( т.М прямой АВ, такой что тА не лежит между точками В и М.

признак ||: Если две прямые при пересечении третьей образуют равные соответственные углы, то эти две прямые парралельны.

Док-во: Пусть прямые p и q пересекаются прямой t  в точках Аи В. Если p и q пересекаются в некоторой точке С то внешний угол треугольника АВС равен одному из его внутренних углов, что невозможно (по Т: внешний угол треугольника больше внутреннего не смежного с ним угла) ч.т.д.

Абсолютная геометрия это совокупность тех утверждений которые можно доказать не используя 5 постулата Евклида или какого то равносильного ему.  т.е. абс. геометрия строится на 1-4 группах аксиом.

5 Постулат Евклида (аксиома парралелтности): Каковы бы нибыли прямая p и не лежащая на ней точка А , через точку А проходит не более одной прямой не пересекающей p.

Аксиоматика

Погорелов: 1 Аксиомы принадлежности: 

1.1 каковы бы небыли 2 точки ( прямая проходящая через эти точки и при том только одна.

1.2 на каждой прямой лежат покрайне мере 2 точки. ( 3 точки не лежащие на одной прямой.

2.Аксиомы порядка

2.1 Из 3 точек на прямой одна и только одна лежит между двумя другими

2.2 Прямая разбивает плоскость на 2 полуплоскости так что отрезок соединяющий точки разнях полуплоскостей пересекает ее а одно нет.

3.аксиомы меры для отрезков углов

3.1 Если выбран еденичный отрезок е то каждому отрезку а сопоставляется положительное число l(a)  - его численная длина в масштабе е, и если взят другой еденич. отрезок f то равенство численных длин сохраняется т.е. если le(a)=la(b) то lf(a)=lf(b)

3.2 Если точка С принадл отрезку АВ то длина АВ=АС+СВ

3.3 Если выбран неразвернуты угол Е, которому отнесено в качестве меры число l, то каждому углу ( сопоставляется положительное число (e(() – его численная мера в масштабе Е, и если взята другая еденица то равенство мер сохраняется.

3.4 Если луч с проходит из вершины угла ab внутри угла, то мера угла ab равна сумме мер углов ac и cb.

4 Аксиома ( треугольника равного данному. 

4.1 пусть АВС – треугольник и h луч. Тогда ( треугольник А1В1С1 равный треугольнику АВС, у которого вершина А1 совпадает с началом луча h, вершина В лежит на луче h а вершина С1 лежит в заданной полуплоскости относительно прямой, содержащей луч h.

5 Аксиома ( отрезка данной длинны

5.1 Каков бы ни был еденичный отрезок е, для любого положительного числа d ( отрезок длины d   в масштабе е.

вопр 13:Площадь многоугольных фигур.

основные свойства площади: 1.положительность 2инвариантность – площади равных фигур равны 3 аддитивность –площадь фигуры равна сумме площадей ее составляющих фигур. 

Многоугольник – это простая замкнутая ломаная без самопересечений. Многоуг. фигурой наз-ся объединение конечного множества треугольников.

По Т.Жордано : ( замкнутая прямая разбивает плоскость на 2 части конечную и бесконечну.  Конечную часть погорелов называет плоским многоугол-м

S:M-R+ функция площади отображает множество многоуг-в в множество R+ функция имеет следую-ие сво-ва: 1если многоуг-ки равны то равны и их площади. 2 Если многоуг-к состоит из 2 то его площадь=сумме площадей. 3 S еденичного квадрата = 1. Погорелов:Т:Функция определенная этими условиями ( и (. Док во: Существование : [рисунок из тетради!!]
 имеем произвольный

многоуг-к треангулируем  его 

на n треугольников

и определим ф-ю f=!/2a*h 

тогда S(f)=1/2(ai*hi эта ф-я 

положит-на, если многоуг-ки 

равны то и построеные на них ф-ии равны. И площадь еденичного квадрата =1. Единственность: Предположим есть 2 ф-ии S и  S’  заданных на одном и том-же прямоугольнике. Триангулируем многоуг-к Тогда площадь всего многоу-ка = сумме площадей треуг. А т.к. площадь треугольника определяется однозначно то ф-ии S и S’ совпадают. ч.т.д.

Н-р: Площадь квадрата = квадрату стороны. Sпрямоуг.= произведению длин его сторон.

Совокупность треугольников Т1….Tm называется треангуляцией фигуры F=T1+…+Tm если пересечение любых 2 из этих треуг-в либо пусто либо является их общей стороной.

Теорема Радо: Каждая многоугольная фигура может быть триангулирована.

Равносоставленность- состоят из одних и тех же прямоугольников. Равновеликость – т.е. площади фигур равны.

Т:Если прямоугольники равновелики то они равносоставлены.

Для многоранников из равносоставленности следует равновеликость.

Воп 14: Планиметрия Лобачевского

проблема 5 постулата Евклида – его подвергли сомнению и пытались доказать как теорему.

Планиметрия Лобачевского строится на основе 5 групп аксиом

1-4 группы из которых совпадают с аксиомами Евклида а аксиома 5 группы есть отрицание аксиомы Евклида о ||ти прямых. 5акс.Лоб: Сущ. такая прямая а и точка А, что через точку А проходит не меньше 2 прямых, не пересекающих прямую а.

Множество всех точек будем называть плоскостью Лобачевского . ясно что на ней выполняются абсолютная геометрия, которая является общей частью планиметрии Евклида и Лобачевского. Простейшие следствия: Т Сумма углов ( треугольника меньше П. Сумма углов ( четырехуг-ка меньше 2. В любом четырехугольнике Сакерри угол при верхнем основании острый.

Т: Каковы бы нибыла прямая а и не лежащая на ней точка А , через точку А проходит не меньше двух прямых не пересекающих прямую а.  Т: Если у треугольников АВС и А’B’C’ равны соответствующие углы А и А’, B  и B’, С и С’, то эти треугольники равны.

Т1:Каковы бы нибыли прямая а и не лежащая на ней точка А, существует бесконечно много прямых, проходящих через точку А и не пересекающих прямую а.

Т2:справедливо неравенство  0<(0<П/2. 

Т3: Пусть точка А не лежит на  [рис стр 232]

данной прямой а и АР – 

перепендекуляр, опущенный 

на прямую а. Через точку

 А проведем прямые b1 и b2

 составляющие с лучом АР справа и слева углы, равные (0. Тогда прямые b1 и b2 не пересекают прямую а.

Угол (0 называется углом параллельности в точке А по отношению к прямой а.

Прямая b1 называется правой граничной прямой, b2 левой.

Т4: Если прямая b1 является правой граничной прямой по отношению к прямой а в некоторой своей точке А, то она является правой граничной прямой по отношению к прямой а в любой своей точке.

Пусть А – точка не лежащая на прямой а. Граничные прямые пучка прямых, проходящих через точку А и не пересекающих прямую а, называют параллельными прямой а. Одна из них парал-на прямой а вправо другая влево.

Прямая b ||а   вправо если: 1 она не пересекает а. 2 любой луч лежащий внутри какогонибудь правого опорного угла прямой b пересекает прямую а.

Сво-ва || ых прямых: 1. Для любых 2 прямых существует ось симметрии. 2 Если а||b в данном напрпавлении то и b||a в этом же направлении. 3. Если прямые а и b пера-ны с в данном направлении то они пар-ны между собой в том же напра-нии

Две прямые называются расходящимися если не пресекаются и не парралельны. Сво-ва: Две прямые перпендек-ые третей расходятся. Док-во: Пусть а и b перепен-ны с. они не пересекаются. С др. стороны они не паррал-ны так как в противном случае угол парралельности который прямая а составляет с перпендекуляром с, был бы равен П/2 что противоречит Т2.

Т:Две прямые которые припересечении третьей образуют равные накрест лежащие или соотвественные углы расходятся.

воп 15: Модель планиметрии Лобачевского.

Модель – это всякий набор понятий и отношений удовлетворяющий данной системе аксиом.

Любая система аксиом должна удовлетворять: непротиворечивость, независимость, полнота

Непротиворечивость -  не существует предложений а и ā одновременно истинных в этой теории.

Независимость: невозможно доказать аксиому как теорему с помощью др. аксиом

Полнота: системы аксиом достаточно для доказательства любого предложения сформулированного в рамках этой теории.

Непротиворечивость теории показывается существованием модели.

Модель Пуанкаре планиметрии Лобачевского: рассмотрим на Евкл-ой плоскости открытую полуплоскость Л ограниченную прямой х. Назовем Л верхней полуплоскостью а ее границу х – абсолютом. Точками пл. Лобачевского будем называть точки верхней пполуплоскости а прямыми открытые полуокружности верхней полупл. с концами на абсолюте и лучи с началом на х и перепендек-ые х(также их называю неевклидовыми прямыми). отношение “лежать между” на неевкл-вой  прямой отвечает отношению “лежать между” для точек евклидовых полуокружностей и лучей в обычном смысле. Определим расстояни между точками: [стр 316]
если точки Аи В лежат на 

полуок-ти то 

|AB|л=с|ln(tg(/tg()| где с 

некоторое положит число. Если точки А и В лежат на вертик. луче то |AB|л=с| ln |OA|/|OB| | Теперь следует убедится в справедливости аксиом: А1.1 Всякая неевклид прямая содержит покрайне мере 2 точки верхней полуплоскости. (это очевидно поскольку и полуокр и луч содержат в себе 2 точки) А1.2 Существую по крайне мере 3 точки верхней полуплоскости, не лежащие на одной неевклидовой прямой. (н-р 3 точки вертикально отрезка.) А1.3 Через любые 2 точки верхней полуплоскости проходит неевклидова прямая и при том только одна. А2.1 Из трех точек неевклидовой прямой однаи только дна лежит между двумя прямыми.. А2.2 Для любой неевклидовой прямой существуют ровно 2 полуплоскости ограниченные этой прямой. Т.о можно показать непротиворечивость всех 4-х груп аксиом. Рассмотрим 5 группу. 5.1 существуют такие неевклидова прямая р и нележащая на ней точка А верхней полуплоскости, что через А проходят по крайне мере две неевклидовы прямые не пересекающие прямую р. [рис стр 324]

Т.о. мы построили модель планиметрии

Лобачевского называемую модель 

Пуанкаре. тоесть данная система аксиом 

непротиворечива. 

Независимость аксиомы парралельности Евклида:

Предположим что аксиома парралельности евклида (а она эквивалентна 5 постулату) является следсьтвием остальных аксиом евклидовой геометрии. т.е. 1-4 групп аксиом. Поскольку аксиоматика планиметрии Лобачевского включает в себя эти 4 группы аксиом, то утверждение аксиомы евклида было бы справедливо в планиметрии Лобачевского. Но это противоречило бы аксиоме 5 постулата. Т.е. система аксиом Лобачевского былабы противоречивой  а мы показали ее непротиворечивость. ч.т.д

воп 16: Непротиворечивость Евклидовой геометрии

Модель – это всякий набор понятий и отношений удавлетворяющий данной системе аксиом.

Любая система аксиом должна удавлетворять: непротиворечивость, независимость, полнота

Непротеворечивость -  не существует предложений а и ā одновременно истинных в этой теории.

Независимость: невозможно доказать аксиому как теорему с помощью др. аксиом

Полнота: системы аксиом достаточно для доказательства любого предложения сформулированного в рамках этой теории.

Непротиворечивость теории показывается существованием модели.

Непротиворечивость Евклидовой планиметрии:

Точкой будема называть любую упорядоченную пару вещ. чисел(х,у). Прямой назовем множество всех точек координаты которых удавлетворяют линейному уравнению ах+by+c=0, (1) a,b(R a2+b2 >0 это уравнеие будем называть уравнением прямой прямые у=0 х=0 назавем осями коор-т

Пусть задана прямая (1) и три точки (х1,у1) (х2,у2), (х3,у3) будем говорить что точка (х2,у2) лежит между точками (х1,у1)  (х3,у3) если выполнено одно из двух неравенств х1<x2<x3 или x1>x2>x3 Если же b=0 то для всех x1=x2=x3=-c/a поэтому условимся считать что точка (х2,у2) лежит между точками (х1,у1)  (х3,у3) если y1<y2<y3 или y1>y2>y3

Расстояние между точками А(x1,y1) B(x2,y2) определим так: |AB|=c((x2-x1)2+(y2-y1) 2  где с неккоторая положит постоянная.

Пусть даны 2 точки А(х1, у2) В(х1,у2) Лучом с началом А проходящим через точку В назовем множество таких точек Х(х,у) что х=х1+t(x2-x1) y=y1+t(y2-y1) где t>0. Угол между 2 прямыми определим следующим образом: Q=arctg(k2-k1)/(1+k1k2) Мы построили арифметическую модель. Причем в этой модели выполняются все 5 групп аксиом покажем например 5 группу: Пусть дана точка А(x0,y0) и прямая l:ux+vy+w=0 т.к. А не лежит на L то ux0+vy0+w(0 Рассмотрим прямую l’: u’x+v’y+w’=0 проходящую через A и не имеющую с L общих точек Ясно что кооф-ты l’ должны удавлетворять 2 условиям: u’x0+v’y0+w’=0 (*) и система : u’x+v’y+w’=0 и ux+vy+w=0 должна быть несовместна. Условие несоместности означает что u’=qu v’=qv w’=qw где q-нек. число отличное от 0. из (*)  w’=-(u’x0+v’y0)=-q(ux0+vy0) следовательно u’:v’:w’= u:v: (-ux0-vy0) т.е. l’ единственна. Таким образом мы показали непротиворечивость.

воп 17: Полнота Евклидовой геометрии.

Модель – это всякий набор понятий и отношений удовлетворяющий данной системе аксиом.

Любая система аксиом должна удовлетворять: непротиворечивость, независимость, полнота

Непротиворечивость -  не существует предложений а и ā одновременно истинных в этой теории.

Независимость: невозможно доказать аксиому как теорему с помощью др. аксиом

Полнота: системы аксиом достаточно для доказательства любого предложения сформулированного в рамках этой теории.

Непротиворечивость теории показывается существованием модели.

Система аксиом а называется полной или категоричной в смысле изоморфизма моделей, если все реализации (модели) а, изоморфны друг другу.

Категоричность системы аксиом Евклидовой планиметрии:

Рассмотрим систему аксиом Евклидовой планиметрии. Пусть М какая нибудь ее модель. а М0 это модель построена в вопросе 17. Т.к.  в М реализуются все аксиомы то в ней реализуются все следствия этих аксиом. следовательно в М можно ввести  декартову систему коор-т Каждой точке ставится при этом пара коор-т  Каждая прямая задается уравнением ax+by+c=0 и каждое такое ура-е является ур-ем некоторой прямой

Пусть задана прямая (1) и три точки А(х1,у1) В(х2,у2), С(х3,у3) будем говорить что точка В лежит между точками А  и С если выполнено одно из двух неравенств х1<x2<x3 или x1>x2>x3 Если же b=0 то для всех x1=x2=x3=-c/a поэтому условимся считать что точка (х2,у2) лежит между точками (х1,у1)  (х3,у3) если y1<y2<y3 или y1>y2>y3 

Расстояние между точками А(x1,y1) B(x2,y2) определим так: |AB|=c((x2-x1)2+(y2-y1) 2  где с некоторая положит постоянная.

Рассмотрим М0 и поставим в соответ-вии каждой точке модели М пару ее декартовых коор-т (х,у) т.е точку модели М0 Каждой прямой модели М поствавим в соот-вии множество точек (х,у) коор-ты которых удавлетворяют ax+by+c=0 модели М. Множество таких точек это прямая модели М0. Покажем что введенное соответствие является изоморфизмом.

Как уже отмечалось выше для коор-т точки В лежащей между А и С в модели М выполнены указанные выше неравенства. Но в арифметической модели М0 эти неравенства как раз служат для определения того что точка (х2,у2) это образ точки В лежит между (х1,у1) и (х3,у3) соотсветственно образами А и С. 

Пусть расстояние между Аи В в модели М равно ( тогда в модели М0 точкам А и В соот-вуют точки (х1,у1) (х2,у2) а расстояние м-у ними определено формулой |AB|=c((x2-x1)2+(y2-y1) 2  Отсюда ясно что расстояние между точками модели М и их образами в модели М0 одно и тоже.Таким образом установлен изоморфизм между произвольной моделью М евклидовой планиметрии и ее арифметической реализацией. Категоричность доказана.

воп 18: Топологические вопросы в школьном курсе геометрии

Телом называется фигура в пространстве, обладающая двумя свойствами:

1. у нее естьвнутренние точки и любые две из них можно соеденить ломаной или отрезком которая целиком проходит внутри фигуры т.е. состоит из внутренних точек.

2.  фигура содержит свою границу, и ее граница соввпадает с границей ее внутренности.     Аналогом понятия тела на плоскости является замкнутая область.

Многоугольником называется ограниченная замкнутая область на плоскости, граница которой состоит из конечного числа отрезков. Многугольник наз-ся простым если его границей является простая замкнутая линия (т.е. граница гомеоморфна окружности) Точка границы многоугольника называется его вершиной если никакой круг с  центром в этой точке не пересекает границу многоугольника по отрезку. Каждый многоугольник имеет конечное число вершин. Стороной многоуг-ка называ-ся отрезок лежащий на границе много-ка имеющий концами две вершины многоуг-ка и не содержащий внутри других вершин многоугол-ка. Диагональю мног-ка наз-ся отрезок соединяющий две вершины мног-ка и не являющийся его стороной. Т:У простого многоугольника число сторон равно числу вершин.

Многогранником наз-ся ограниченное тело, граница которого состоит из конечного числа многоу-ков. 

многоугольник на границе поверхности многгранника называется его гранью если : 1 внутреннсоть многогранника прилегает к нему с одной стороны 2 он не содержится ни в каком другом многоугольнике обладающем свойством 1.  Стороны граней наз-ся ребрами а вершины вершинами многогранника. К элементам многгран-ка также относятся плоские углы его граней и двугранные углы при его ребрах.

Многогранные поверхности – т.е. поверхности с краем, склеенные из конечного числа многоугольников. Разверткой многогранной поверхности наз-ся конечная совокупность многоугольников, для которых укаано как их нужно склеивать по торонам.

Классификация правильных многгранников:

Формула Эйлера: e-число вершин m-число ребер одной грани

 f число граней  к – число ребер n – число ребер сходящихся в одной вершине.  фор-ла  e-k+f=2     (  mf=2k  ne=2k)
	m
	n
	e
	k
	f
	

	3
	3
	4
	6
	4
	тетрадр

	3
	4
	6
	12
	8
	октаэдр

	3
	5
	12
	30
	20
	икосаэдр

	4
	3
	8
	12
	6
	куб

	5
	3
	20
	30
	12
	додекаэдр


