
Â äàííîé êóðñîâîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ âîïðîñû ïðåîáðàçîâàíèé äèôôåðåíöèàëü-
íîé ñèñòåìû â ñëó÷àå ñèíãóëÿðíûõ ïó÷êîâ ìàòðèö, à òàêæå èññëåäóþòñÿ îáùèõ ðå-
øåíèé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû.

1 Ââåäåíèå.
Äàíû ÷åòûðå ìàòðèöû A, B; A1, B1 îäèíàêîâîãî ðàçìåðà m × n ñ ýëåìåíòàìè èç ÷è-
ñëîâîãî ïîëÿ K. Òðåáóåòñÿ íàéòè, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâóþò äâå êâàäðàòíûå
íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû P è Q ñîîòâåòñâåííî ïîðÿäêîâ m è n òàêèå, ÷òî îäíîâðå-
ìåííî

PAQ = A1, PBQ = B1 (1)

Îïðåäåëåíèå."Ïó÷êàìè ìàòðèö" áóäåì íàçûâàòü A + λB è A1 + λB1 ãäå λ �
êîìïëåêñíûé ïàðàìåòð.

Òàêèì îáðàçîì, ââîäÿ â ðàññìîòðåíèå ïó÷êè ìàòðèö A + λB è A1 + λB1 äâà
ìàòðè÷íûõ ðàâåíñòâà (1) ìîæíî çàìåíèòü îäíèì ðàâåíñòâîì

P (A + λB)Q = A1 + λB1 (2)

Îïðåäåëåíèå. Äâà ïó÷êà ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö A + λB è A1 + λB1 îäíîãî è
òîãî æå ðàçìåðà m × n, ñâÿçàííûå ðàâåíñòâîì (2), â êîòîðîì P è Q � ïîñòîÿííûå
(ò.å. íå çàâèñÿò îò λ)êâàäðàòíûå íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû ñîîòâåòñâåííî ïîðÿäêîâ
m è n, ìû áóäåì íàçûâàòü ñòðîãî ýêâèâàëåíòíûìè.

Åñëè æå ìàòðèöû P è Q çàâèñÿò îò λ, òî ïó÷êè A + λB è A1 + λB1 íàçûâàþòñÿ
ýêâèâàëåíòíûìè.

Ðàññìîòðèì ïó÷îê ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A + λB îòîáðàæàþùèõ Rn â Rm. Ïðè
îïðåäåë¼ííîì âûáîðå áàçèñîâ â ýòèõ ïðîñòðàíñâàõ ïó÷êó îïåðàòîðîâ A+λB îòâå÷àåò
ïó÷îê ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö A1 + λB1 (ðàçìåðà m × n); ïðèèçìåíåíèè áàçèñîâ â
Rn Rm ïó÷îê A1 + λB1 çàìåíÿåòñÿ ñòðîãî ýêâèâàëåíòíûì ïó÷êîì P (A1 + λB1)Q,
ãäå P è Q � êâàäðàòíûå íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû ïîðÿäêîâ m è n. Òàêèì îáðàçîì
êðèòåðèé ñòðîãîé ýêâèâàëåíòíîñòè äà¼ò õàðàêòåðèñòèêó òîãî êëàññà ïó÷êîâ ìàòðèö
A1+λB1 (ðàçìåðà m×n), êîòîðûå îïèñûâàþò îäèí è òîò æå ïó÷îê îïåðàòîðîâ A+λB,
îòîáðàæàþùèõ Rn â Rm, ïðè ðàçëè÷íûõ âûáîðàõ áàçèñîâ â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êàíîíè÷åñêîé ôîðìû ïó÷êà íóæíî íàéòè òå áàçèñû â Rn è Rm, â
êîòîðîé ïó÷îê îïåðàòîðîâ A + λB îïèñûâàåòñÿ âîçìîæíî áîëåå ïðîñòîé ìàòðèöåé.

Âñå ïó÷êè ìàòðèö A+λB ðàçìåðîì m×n ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà äâà îñíîâíûõ òèïà:
íà ðåãóëÿðíûå è ñèíãóëÿðíûå.

Îïðåäåëåíèå. Ïó÷îê ìàòðèö A + λB íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì åñëè:

1. A è B - êâàäðàòíûå ìàòðèöû îäíîãî è òîãî æå ïîðÿäêà n

2. îïðåäåëèòåëü |A + λB| íå ðàâåí òîæäåñòâåííî íóëþ.
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Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ (m 6= n èëè m = n, íî |A + λB| = 0) ïó÷îê íàçûâàåòñÿ
ñèíãóëÿðíûì.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîãî÷ëåííîé ìàòðèöåé íàç ìàòðèöà A(λ), ýëåìåíòû êîòîðîé
åñòü ìíîãî÷ëåíû îò λ:

A(λ) = aij(λ) = (a
(0)
ij λl + a

(1)
ij λl−1 + . . . + a

(l−1)
ij λ + a

(l)
ij ),

i = 1,m, j = 1, n

l � íàèáîëüøàÿ èç ñòåïåíåé aij(λ)

Ââåä¼ì ïîíÿòèå èíâàðèàíòíîãî ìíîãî÷ëåíà λ-ìàòðèöû A(λ). Ïóñòü ìíîãî÷ëåííàÿ
ìàòðèöà A(λ) èìååò ðàíã r, ò.å. â ýòîé ìàòðèöå èìåþòñÿ íå ðàâíûå òîæäåñòâåííî
íóëþ ìèíîðû r-ãî ïîðÿäêà, à âñå ìèíîðû ïîðÿäêà > r ðàâíû íóëþ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Dj(λ) íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü äëÿ âñåõ ìèíîðîâ j-ãî ïî-
ðÿäêà ìàòðèöû A(λ), j = 1, r.

Â êàæäîì Dj(λ) áåð¼ì ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ðàâíûé 1, òîãäà â ðÿäó

Dr(λ), Dr−1(λ), . . . , D0(λ) = 1

êàæäûé ìíîãî÷ëåí äåëèòñÿ áåç îñòàòêà íà ïîñëåäóþùèé. Ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòíûå
îáîçíà÷èì

i1(λ) =
Dr

Dr−1

, . . . , ir(λ) =
D1

D0

= D1(λ)

Îïðåäåëåíèå.Ìíîãî÷ëåíû i1(λ), . . . , ir(λ) îïðåäåëÿåìûå ïðåäûäóùåé ôîðìóëîé
íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûìè ìíîãî÷ëåíàìè ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû A(λ)

Ðàçëîæèì èíâàðèàíòíûå ìíîãî÷ëåíû i1(λ), . . . , ir(λ) íà íåïðèâîäèìûå â äàííîì
÷èñëîâîì ïîëå ìíîæèòåëè:





i1(λ) = [ϕ1(λ)]l1 [ϕ2(λ)]l2 . . . [ϕs(λ)]ls ;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ir(λ) = [ϕ1(λ)]l1 [ϕ2(λ)]l2 . . . [ϕs(λ)]ls .
(3)

ãäå ϕ1(λ), . . . , ϕs(λ) âñå ðàçëè÷íû, íåïðèâîäûìûå â ïîëå K ìíîãî÷ëåíû ñî ñòàðøèìè
êîýôèöèåíòàìè = 1 âõîäÿùèå â ñîñòàâ i1(λ), . . . , ir(λ)

Îïðåäåëåíèå. Âñå îòëè÷íûå îò 1-é ñòåïåíè äåëèòåëè â ðàçëîæåíèè (3) íàçûâà-
þòñÿ ýëåìåíòàðíûìè äåëèòåëÿìè ìàòðèöû A(λ) â ïîëå K.

Òåîðåìà. Ìíîãî÷ëåííàÿ ìàòðèöà A(λ) ðàçìåðíîñòè m × n âñåãäà ýêâèâàëåíòíà
êàíîíè÷åñêîé äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå ñëåäóþùåãî âèäà
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ir(λ) 0 . . . 0 0 . . . 0

0 ir−1(λ) . . . 0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . i1(λ) 0 . . . 0

0 0 . . . 0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 0 . . . 0




ãäå r � ðàíã ìàòðèöû, à i1(λ), i2(λ), . . . , ir(λ) � èíâàðèàíòíûå ìíîãî÷ëåíû A(λ),
îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëîé

ik(λ) =
Dr−k+1

Dr − k
, k = 1, r,

Dj � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü âñåõ ìèíîðîâ j-ãî ïîðÿäêà ìàòðèöû A(λ).
Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ïó÷êè A+λB è A1+λB1 ñîñòîÿò èç êâàäðàòíûõ

ìàòðèö (m = n) è |B| 6= 0, |B1| 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâà òåîðåìà:
Òåîðåìà 1. Äâà ïó÷êà êâàäðàòíûõ ìàòðèö îäíîãî è òîãî æå ïîðÿäêà A + λB è

A1 + λB1, ó êîòîðûõ |B| 6= 0 è |B1| 6= 0, ÿâëÿþòñÿ ñòðîãî ýêâèâàëåíòíûìè â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ýòè ïó÷êè èìåþò îäíè è òå æå ýëåìåíòàðíûå äåëèòåëè â
ïîëå K.

Ïðèìåð.

A+λB =




2 1 3

3 2 5

3 2 6


+λ




1 1 2

1 1 2

1 1 3


 , A1+λB1 =




2 1 1

1 2 1

1 1 1


+λ




1 1 1

1 1 1

1 1 1


 (4)

Çäåñü êàæäûé èç ïó÷êîâ A + λB è A1 + λB1 èìååò òîëüêî îäèí êîíå÷íûé ýëåìåí-
òàðíûé äåëèòåëü λ+1. Â òî æå âðåìÿ ýòè ïó÷êè íå ÿâëÿþòñÿ ñòðîãî ýêâèâàëåíòíûìè,
òàê êàê ìàòðèöû B è B1 èìåþò ñîîòâåòñâåííî ðàíãè 2 è 1, à èç ðàâåíñòâà (2), åñëè
áû îíî èìåëî ìåñòî, ñëåäîâàëî áû, ÷òî ðàíãè ìàòðèö B è B1 ñîâïàäàþò. Ïðè ýòîì
ïó÷êè (4) ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, òàê êàê

|A + λB| ≡ |A1 + λB1| ≡ λ + 1

Ò.å. ðàçîáðàííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè óñëîâèè |B| = 0, òåîðåìà 1 íåâåðíà.
Äëÿ òîãî ÷òîáû ñîõðàíèòü òåîðåìó 1 ââåä¼ì ïîíÿòèå áåñêîíå÷íûõ ýëåìåíòàð-

íûõ äåëèòåëåé. Áóäåì ïó÷îê A + λB çàäàâàòü ïðè ïîìîùè îäíîðîäíûõ ïàðàìåòðîâ
λ, µ : µA + λB. Òîãäà îïðåäåëèòåëü ∆(λ, µ) ≡ |µA + λB| áóäåò îäíîðîäíîé ôóíêöè-
åé ïàðàìåòðîâ λ, µ. Îïðåäåëÿÿ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü Dk(λ, µ) âñåõ ìèíîðîâ
k-ãî ïîðÿäêà ìàòðèöû µA + λB (k = 1, n), ïîëó÷èì èíâàðèàíòíûå ìíîãî÷ëåíû ïî
èçâåñòíûì ôîðìóëàì

i1(λ, µ) =
Dn(λ, µ)

Dn−1(λ, µ)
, i2(λ, µ) =

Dn−1(λ, µ)

Dn−2(λ, µ)

3



ïðè ýòîì âñå Dk(λ, µ) è ij(λ, µ) � îäíîðîäíûå îòíîñèòåëüíî λ è µ ìíîãî÷ëåíû. Ðàçëà-
ãàÿ èâàðèàíòíûå ìíîãî÷ëåíû íà ñòåïåíè íåïðèâîäèìûõ â ïîëå K îäíîðîäíûõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ, ïîëó÷èì ýëåìåíòàðíûå äåëèòåëè eα(λ, µ) (α = 1, 2, . . .) ïó÷êà µA + λB â
ïîëå K.

Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî ïîëîãàÿ µ = 1 â eα(λ, µ), ìû âåðí¼ìñÿ ê ýëåìåíòàð-
íûì äåëèòåëÿì eα(λ) ïó÷êà A + λB. Îáðàòíî, èç êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî äåëèòåëÿ
eα ñòåïåíè q ïó÷êà A + λB ìû ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíòàðíûé äåëèòåëü
eα(λ, µ) ïî ôîðìóëå eα(λ, µ) = µqeα(λ

µ
). Òàêèì ñïîñîáîì ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû âñå

ýëåìåíòàðíûå äåëèòåëè ïó÷êà µA + λB, çà èñêëþ÷åíèåì ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé
âèäà µq.

Ýëåìåíòàðíûå äåëèòåëè âèäà µq ñóùåñòâóþò òîëüêî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
êîãäà |B| = 0, è íîñÿò íàçâàíèå áåñêîíå÷íûõ ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé äëÿ ïó÷êà
A + λB.

Ïîñêîëüêó èç ñòðîãîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïó÷êîâ A+λB è A1 +λB1 ñëåäóåò ñòðîãàÿ
ýêâèâàëåíòíîñòü ïó÷êîâ µA + λB è µA1 + λB1, òî ó ñòðîãî ýêâèâàëåíòíûõ ïó÷êîâ
A+λB è A1+λB1 äîëæíû ñîâïàäàòü íå òîëüêî êîíå÷íûå, íî è áåñêîíå÷íûå äåëèòåëè.

Èòàê ìû ïðèøëè ê òåîðåìå:
Êðèòåðèé ýêâèâàëåíòíîñòè ïó÷êîâ. Äâà ïó÷êà A + λB è A1 + λB1 ÿâëÿþòñÿ

ýêâèâàëåíòíûìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîâïàäàþò êîíå÷íûå è áåñêîíå÷íûå
ýëåìåíòàðíûå äåëèòåëè.

Ïóñòü òåïåðü äàí ïðîèçâîëüíûé ðåãóëÿðíûé ïó÷îê A + λB. Òîãäà ñóùåñòâóåò
òàêîå ÷èñëî c ÷òî |A + cB| 6= 0. Äàííûé ïó÷îê ïðåäñòàâèì â âèäå A1 + (λ − c)B,
ãäå A1 = cB, è ïîòîìó |A1| 6= 0. Óìíîæèì ïó÷îê ñëåâà íà A−1

1 : E + (λ − c)A−1
1 B.

Ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ ïðèâîäèì ýòîò ïó÷îê ê âèäó

E + (λ− c){J0, J1} = {E − cJ0 + λJ0, E − cJ1 + λJ1}
ãäå {J0, J1} � êâçèäèàãîíàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà ìàòðèöû A−1

1 B, J0 � æîðäàíîâà
íèëüïîòåíòíàÿ (ò.å. J l

0 = 0 ïðè íåêîòîðîì öåëîì l > 0) ìàòðèöà, à |J1| 6= 0.
Ïåðâûé äèàãîíàëüíûé áëîê ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåé ôîðìóëû óìíîæèì íà

(E − cJ0)
−1. Ïîëó÷èì E + λ(E − cJ0)

−1J0. Çäåñü êîýôèöèåíò ïðè λ � íèëüïîòåíòíàÿ
ìàòðèöà 1 . Ïîýòîìó ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ ýòîò ïó÷îê ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

E + λ̂J0 = {N (u1), N (u2), . . . , N (us)} (N (u) = E(u) + λH(u)) (5)

Ãäå H ìàòðèöà âèäà: 


0 1 . . . 0
. . . . . .

0 . . . 1

0 . . . 0




1Èç J0 = 0 ñëåäóåò [(E − cJ0)−1J0]l = 0
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Âòîðîé äèàãîíàëüíûé áëîê â ïðàâîé ÷àñòè (7) óìíîæèì íà J−1
1 , à çàòåì ïðåîáðà-

çîâàíèåì ïîäîáèÿ ìîæåò áûòü ïðèâåä¼í ê âèäó J + λE, ãäå J � ìàòðèöà, èìåþùàÿ
íîðìàëüíóþ ôîðìó, à E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ìû ïðèøëè ê òåîðåìå:

Òåîðåìà 3. Ïðîèçâîëüíûé ðåãóëÿðíûé ïó÷îê A + λB ìîæåò áûòü ïðèâåä¼í ê
(ñòðîãî ýêâèâàëåíòíîìó) êàíîíè÷åñêîìó êâàçèäèàãîíàëüíîìó âèäó

{N (u1), N (u2), . . . , N (us), J + λE} (N (u) = E(u) + λH(u))

ãäå ïåðâûå s äèàãîíàëüíûõ áëîêîâ ñîîòâåòñòâóþò áåñêîíå÷íûì ýëåìåíòàðíûì äåëè-
òåëÿì µu1 , µu2 , . . . , µus ïó÷êà A+λB, à íîðìàëüíàÿ ôîðìà ïîñëåäíåãî äèàãîíàëüíîãî
áëîêà J +λE îäíîçíà÷íî îïåðåäåëÿåòñÿ êîíå÷íûìè ýëåìåíòàðíûìè äåëèòåëÿìè äàí-
íîãî ïó÷êà.

2 Ñèíãóëÿðíûå ïó÷êè.
Ðàññìîòðèì ñèíãóëÿðíûé ïó÷îê ìàòðèö A + λB Ðàçìåðà (m× n) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç
r ðàíã ïó÷êà, ò.å. íàèáîëüøèé èç ïîðÿäêîâ ìèíîðîâ, íå ðàâíûõ òîæäíñòâåííî íóëþ.
Èç ñèíãóëÿðíîñòè ïó÷êà ñëåäóåò, ÷òî âñåãäà èìååò ìåñòî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç
íåðàâåíñòâ r < n èëè r < m. Ïóñòü r < n. Òîãäà ñòîëáöû λ - ìàòðèöû A + λB

ëèíåéíî çàâèñèìû, ò.å. óðàâíåíèå

(A + λB)x = 0, (6)

ãäå x � èñêîìûé ñòîëáåö, èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå. Êàæäîå íåíóëåâîå ðåøåíèå ýòîãî
óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó ñòîëáöàìè λ - ìàò-
ðèöû A+λB. Ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî òåìè ðåøåíèÿìè x(λ) óðàâíåíèÿ (6), êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îòíîñèòåëüíî λ 2, è ñðåäè ýòèõ ðåøåíèé âîçüì¼ì ðåøåíèå
íàèìåíüøåé ñòåïåíè ε

x(λ) = x0 − λx1 + λ2x2 − . . . + (−1)ελxε (xε 6= 0) (7)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðåøåíèå â (6) è ïðèðàâíèâàÿ íóëþ êîýôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ λ,
ïîëó÷èì

Ax0 = 0, Bx0 − Ax1 = 0, Bx1 − Ax2 = 0, . . . , Bxε−1 − Axε = 0, Bxε = 0. (8)

Ðàññìàòðèâàÿ ýòó ñèñòåìó ðàâåíñòâ êàê ñèñòåìó ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ ñòîëáöîâ x0,−x1, +x2, . . . , (−1)εxε, çàêëþ÷àåì, ÷òî ìàòðèöà

2Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ ñòîëáöà x, óäîâëåòâîðÿþùåãî óðàâíåíèþ (6)? ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü
ñèñòåìó ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé, ó êîòîðûõ êîýôèöèåíòû ïðè íåèçâåñòíûõ ëèíåéíî çà-
âèñÿò îò λ. Áàçèñíûå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ x âñåãäà ìîãóò áûòü âûáðàíû òàê, ÷òîáû èõ
ýëåìåíòàìè áûëè ìíîãî÷ëåíû îò λ.
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êîýôôèöèåíòîâ ýòîé ñèñòåìû

Mε = Mp[A + λB] =




ε+1︷ ︸︸ ︷
A 0 . . . 0

B A 0

0 B
. . . ...

... . . . A

0 0 . . . B




(9)

èìååò ðàíã ρε < (ε + 1)n. Â òî æå âðåìÿ â ñèëó ìèíèìàëüíîãî ñâîéñòâà ÷èñëà ε äëÿ
ðàíãîâ ρ1, . . . , ρε−1 ìàòðèö

M0 =

(
A

B

)
,M1 =




A 0

B A

0 B


 , . . . , Mε−1 =




ε︷ ︸︸ ︷
A 0 . . . 0

B A 0

0 B
. . . ...

... . . . A

0 0 . . . B




(10)

èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà ρ0 = n, ρ1 = 2n, ρε−1 = εn.
Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ε åñòü íàèìåíüøåå çíà÷åíèå èíäåêñà k, ïðè êîòîðîì â ñî-

îòíîøåíèè ρk ≤ (k + 1)n èìååò ìåñòî çíàê <.
Òåîðåìà. Åñëè óðàâíåíèå (6) èìååò ðåøåíèå ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè ε è ε > 0, òî

äàííûé ïó÷îê A + λB ñòðîãî ýêâèâàëåíòåí ïó÷êó âèäà
(

Lε 0

0 A′ + λB′

)
(11)

ãäå

Lε =




ε+1︷ ︸︸ ︷
λ 1 0 . . . 0 0

0 λ 1
... ...

... ... . . . . . .
0 0

. . . 1 0

0 0 . . . λ 1








ε, (12)

à A′+λB′ � ïó÷îê ìàòðèö, äëÿ êîòîðîãî óðàâíåíèå, àíàëîãè÷íîå (6), íå èìååò ðåøåíèé
ñòåïåíè < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ðàçîáü¼ì íà òðè ýòàïà. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî äàííûé
ïó÷îê A + λB ñòðîãî ýêâèâàëåíòåí ïó÷êó âèäà

(
Lε D + λF

0 A′ + λB′

)
(13)
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ãäå D, F, A1, B1 � ïîñòîÿííûå ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ.
Çàòåì óñòàíîâèì, ÷òî óðàâíåíèå (A′+λB′)x′ = 0 íå èìååò ðåøåíèé x′(λ) ñòåïåíè < ε.
Ïîñëå ýòîãî ìû ïîêàæåì, ÷òî äàëüíåéøèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïó÷îê (13) ìîæåò
áûòü ïðèâåä¼í ê êâàçèäèîãàíàëüíîìó âèäó (11).

1. Ïåðâóþ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà îáëå÷¼ì â ãåîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó. Âìåñòî ïó÷-
êà ìàòðèö A + λB ðàññìîòðèì ïó÷îê îïåðàòîðîâ A + λB îòîáðàæàþùèõ Rn â Rm, è
ïîêàæåì, ÷òî ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå áàçèñîâ â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ ìàòðèöà, ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ îïåðàòîðó A + λB, áóäåò èìåòü ôîðìó (13).

Âìåñòî óðàâíåíèÿ (6) âîçüì¼ì âåòîðíîå óðàíåíèå

(A + λB)x = 0 (14)

ñ âåêòîðíûì ðåøåíèåì

x(λ) = x0 − λx1 + λ2x2 − . . . + (−1)ελεxε (15)

ðàâåíñòâà (8) çàìåíÿÿ âåêòîðíûìè ðàâåíñòâàìè

Ax0 = 0, Bx0 = Ax1, Bx1 = Ax2, . . . , Bxε−1 = Axε, Bxε = 0. (16)

Íèæå ìû äîêàæåì, ÷òî âåêòîðû

Ax1, Ax2, . . . , Axε (17)

ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Îòñþäà ëåãêî áóäåò ñëåäîâàòü ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü âåêòî-
ðîâ

x0, x1, . . . , xε (18)

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó Ax0 = 0, èç α0x0 + α1x1 + . . . + αεxε = 0 íàõîäèì
α1Ax1 + . . . + αεAxε = 0 îòêóäà â ñèëó ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè âåêòîðîâ (17) α1 =

α2 = . . . = αε. Íî x0 6= 0, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå 1
λ
x(λ) áûëî áû ðåøåíèåì

óðàíåíèÿ (14) ñòåïåíè ε− 1, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó è α0 = 0.
Åñëè òåïåðü ïðèíÿòü âåêòîðû (17) è (18) â êà÷åñòâå ïåðâûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ

äëÿ íîâûõ áàçèñîâ ñîîòâåòñâåííî â Rm è Rn, òî â íîâûõ áàçèñàõ îïåðàòîðàì A è B

â ñèëó (16) áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ìàòðèöû

Ã =




0 1 . . . 0 ∗ . . . ∗
0 0 1 . . . 0 ∗ . . . ∗
... ... . . . . . .
0 0 . . . 1 ∗ . . . ∗
0 0 . . . 0 ∗ . . . ∗
. . . . . . . .

0 0 . . . 0 ∗ . . . ∗




, B̃ =




1 0 . . . 0 0 ∗ . . . ∗
0 1 . . . 0 0 ∗ . . . ∗
... . . .
0 0 . . . 1 0 ∗ . . . ∗
0 0 . . . 0 0 ∗ . . . ∗
. . . . . . . .

0 0 . . . 0 0 ∗ . . . ∗




;
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òîãäà λ− ìàòðèöà Ã+λB̃ áóäåò èìåòü âèä (13). Âñå ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ áóäóò
îáîñíîâàííûìè åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî âåêòîðû (17) ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äîïóñòèì
ïðîòèâíîå, è ïóñòü Axh (h ≥ 1) � ïåðâûé â ðÿäó (17) âåêòîð, ëèíåéíî çàâèñÿùèé îò
ïðåäûäóùèõ âåêòîðîâ:

Axh = α1Axh−1 + α2Axh−2 + . . . + αh−1Ax1

Â ñèëó (16) ýòî ðàâåíñòâî ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî òàê:

Bxh−1 = α1Bxh−2 + α2Bxh−3 + . . . + αh−1Bx0

ò.å.

Bx∗h−1 = 0

ãäå
x∗h−1 = xh−1 − α1xh−2 − α2xh−3 − . . .− αh−1x0.

Äàëåå îïÿòü â ñèëó (16)

Ax∗h−1 = B(xh−2 − α1xh−3 − . . .− αh−2x0) = Bx∗h−2

ãäå

x∗h−2 = xh−2 − α1xh−3 − . . .− αh−2x0.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ äàëåå è ââîäÿ åù¼ âåêòîðû

x∗h−3 = xh−3 − α1xh−4 − . . .− αh−3x0, x∗1 = x1 − α1x0, x∗0 = x0

Ìû ïîëó÷èì öåïî÷êó ðàâåíñòâ

Bx∗h−1 = 0, Ax∗h−1 = Bx∗h−2, . . . , Ax∗1 = Bx∗0, Ax∗0 = 0. (19)

Èç (19) ñëåäóåò, ÷òî

x∗(λ) = x∗0 − λx∗1 + . . . + (−1)h−1x∗h−1 (x∗0 = x0 6= 0)

åñòü íåíóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (14) ñòåïåíè ≤ h − 1 < ε, ÷òî íåâîçìîæíî.
Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðû (17) ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

2. Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî óðàâíåíèå (Ã+λB̃)x̃ = 0 íå èìååò ðåøåíèé ñòåïåíè < ε.
Ñíà÷àëà îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî óðàâíåíèå Lεy = 0, êàê è óðàâíåíèå (6), èìååò
íåíóëåâîå ðåøåíèå íàèìåíüøåé ñòåïåíè ε. Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåí-
íî, åñëè ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå Lεy = 0 çàìåíèòü ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé
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λy1 + y2 = 0, λy2 + y3 = 0, . . . , λyε + yε+1

[y = (y1, y2, . . . , yε+1)], îòêóäà yk = (−1)k−1y1λ
k−1 (k = 1, 2, . . . , ε + 1).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ïó÷îê èìååò "òðåóãîëüíûé"âèä (13), òî ñîîòâåòñòâóþùèå
ýòîìó ïó÷êó ìàòðèöû Mk(k = 0, 1, . . . , ε) ïîñëå íàäëåæàùåé ïåðåñòàíîâêè ñòðîê è
ñòîëáöîâ òàêæå ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê òðåóãîëüíîìó âèäó

(
Mk[Lε] Mk[D + λF ]

0 Mk[Ã + λB̃]

)
. (20)

Ïðè k = ε− 1 âñå ñòîëáöû ýòîé ìàòðèöû, à çíà÷èò è ñòîëáöû ìàòðèöû Mε−1[Lε],

ëèíåéíî íåçàâèñèìû 3. Íî Mε−1[Lε] êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà ε(ε+1). Ïîýòîìó è
â ìàòðèöå Mε−1[Ã + λB̃] âñå ñòîëáöû ëèíåéíî ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à ýòî, êàê áûëî
âûÿñíåíî â íà÷àëå ïàðàãðàôà, îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèå (Ã + λB̃)x̃ = 0 íå èìååò
ðåøåíèé ñòåïåíè ≤ ε− 1, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

3. Çàìåíèì ïó÷îê (13) ñòðîãî ýêâèâàëåíòíûì åìó ïó÷êîì

(
E1 Y

0 E2

)(
Lε D + λF

0 Ã + λB̃

)
=

(
Lε D + λF + Y (Ã + λB̃ − LεX)

0 Ã + λB̃

)
, (21)

ãäå E1, E2, E3, E4 � êâàäðàòíûå åäèíè÷íûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâåííî ïîðÿäêîâ ε, m−
ε, ε + 1, n − ε − 1, à X, Y � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ
ðàçìåðîâ. Íàøà òåîðåìà áóäåò ïîëíîñòüþ äîêàçàíà, åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî ìàòðèöû
X è Y ìîãóò áûòü âûáðàíû òàê, ÷òîáû èìåëî ìåñòî ìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî

LεX = D + λF + Y (Ã + λB̃). (22)

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèö D, F, X, à òàêæå äëÿ ñòðîê ìàòðèöû
Y è äëÿ ñòîëáöîâ ìàòðèö Ã, B̃:

D = ||dik||, F = ||fik||, X = ||xjk||
(i = 1, 2, . . . , ε; k = 1, 2, . . . , n− ε− 1; j = 1, 2, . . . , ε + 1),

Y =




y1

y2

...
yε




, Ã = (a1, a2, . . . , an−ε−1), B̃ = (b1, b2, . . . , bn−ε−1).

Òîãäà ìàòðè÷íîå óðàíåíèå (22) ìîæíî çàìåíèòü ñèñòåìîé ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé, çà-
ïèñûâàÿ, ÷òî ýëåìåíòû k-ãî ñòîëáöà â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà (22) ñîîòâåò-
ñòâåííî ðàâíû äðóã äðóãó (k = 1, 2, . . . , n− ε− 1):

3Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ðàíã ìàòðèöû (20) ïðè k = ε−1 ðàâåí εn; àíàëîãè÷íîå ðàâíñòâî èìååò
ìåñòî äëÿ ðàíãà Mε−1[Lε].
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x2k + λx1k = d1k + λf1k + y1ak + λy1bk

x3k + λx2k = d2k + λf2k + y2ak + λy2bk

x4k + λx3k = d3k + λf3k + y3ak + λy3bk (23)
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

xε+1,k + λxεk = dεk + λfεk + yεak + λyεbk

(k = 1, 2, . . . , n− ε− 1)

.
Â ëåâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ ðàâåíñòâ ñòîÿò ëèíåéíûå äâó÷ëåíû îòíîñèòåëüíî λ. Ñâî-

áîäíûé ÷ëåí êàæäîãî èç ïåðâûõ ε − 1 ýòèõ äâó÷ëåíîâ ðàâåí êîýôèöèåíòó ïðè λ â
ñëåäóþùåì äâó÷ëåíå. Íî òîãäà è ïðàâûå ÷àñòè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ýòîìó óñëî-
âèþ. Ïîýòîìó

y1ak − y2bk = f2k − d1k,

y2ak − y3bk = f3k − d2k, (24)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

yε−1ak − yεbk = fεk − dε−1,k,

k = 1, 2, . . . , n− ε− 1.

Åñëè ðàâåíñòâà (24) èìþò ìåñòî, òî, î÷åâèäíî, èç (23) ìîæíî îïðåäåëèòü èñêîìûå
ýëåìåíòû ìàòðèöû X.

Òåïåðü îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà óðàíåíèé (24) îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ ìàò-
ðèöû Y âñåãäà èìååò ðåøåíèå ïðè ëþáûõ dik è fik (i = 1, 2, . . . , ε; k = 1, 2, . . . , n−ε−1).

Äåéñòâèòåëüíî, ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç êîýôèöèåíòîâ ïðè íåèçâåñòíûõ ýëåìåíòàõ
ñòðîê y1, −y2, +y3, −y4, . . . , ìîæåò áûòü çàïèñàíà ïîñëå òðàíñïîíèðîâàíèÿ â âèäå




ε−1︷ ︸︸ ︷
Ã 0 . . . 0

B̃ Ã
...

0 B̃
. . .

... . . . Ã

0 0 . . . B̃




Íî ýòà ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé Mε−2 äëÿ ïó÷êà ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö Ã + λB̃.
Ðàíã æå ýòîé ìàòðèöû ðàâåí (ε− 1)(n− ε− 1), ïîñêîëüêó ïî äîêàçàííîìó óðàâíåíèå
(Ã+λB̃)x̃ = 0 íå èìååò ðåøåíèé ñòåïåíè < ε. Òàêèì îáðàçîì, ðàíã ñèñòåìû óðàâíåíèé
(24) ðàâåí ÷èñëó óðàâíåíèé, à òàêàÿ ñèñòåìà ïðè ëþáûõ ñâîáîäíûõ ÷ëåíàõ ÿâëÿåòñÿ
ñîâìåñòíîé (íåïðîòèâîðå÷èâîé).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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3 Êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà ñèíãóëÿðíîãî ïó÷êà ìàòðèö.
Ïóñòü äàí ïðîèçâîëüíûé ñèíãóëÿðíûé ïó÷îê ìàòðèö A+λB ðàçìåðà m×n. Äîïóñòèì
ñíà÷àëà, ÷òî êàê ìåæäó ñòîëáöàìè, òàê è ìåæäó ñòðîêàìè ýòîãî ïó÷êà íåò ëèíåéíîé
çàâèñèìîñòè ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ïóñòü r < n, ãäå r � ðàíã ïó÷êà, ò.å. ñòîëáöû ïó÷êà A + λB ëèíåéíî çàâèñèìû.
Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (A + λB)x = 0 èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå ìèíèìàëüíîé
ñòåïåíè ε1. Èç ïðèíÿòîãî â íà÷àëå îãðàíè÷åíèÿ ñëåäóåò ÷òî ε > 0. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî
ïðåäûäóùåé òåîðåìå, äàííûé ïó÷îê ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

(
Lε1 0

0 A1 + λB1

)
,

ãäå óðàâíåíèå (A1 + λB1)x
(1) = 0 íå èìååò ðåøåíèé x(1) ñòåïåíè < ε1.

Åñëè ýòî óðàâíåíèå èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè ε2 (ïðè ýòîì
íåïðåìåííî ε2 ≥ ε1), òî, ïðèìåíÿÿ ê ïó÷êó A1+λB1 ïðåäûäóùóþ òåîðåìó, ìû äàííûé
ïó÷îê ïðåîáðàçóåì ê âèäó




Lε1 0 0

0 Lε2 0

0 0 A2 + λB2




Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ äàëåå, ìû ïðèâåä¼ì äàííûé ïó÷îê ê êâàçèäèàãîíàëüíîìó
âèäó




Lε1 0

Lε2

. . .
Lεp

0 Ap + λBp




(25)

ãäå 0 < ε1 ≤ ε2 ≤ . . . ≤ εp, à óðàâíåíèå (Ap + λBp)x
(p) = 0 íå èìååò íåíóëåâûõ

ðåøåíèé, ò.å. ñòîëáöû ìàòðèöû Ap + λBp ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Åñëè ñòðîêè ïó÷êà Ap + λBp ëèíåéíî çàâèñèìû, òî òðàíñïîíèðîâàííûé ïó÷îê

Âp + λB̂p ìîæåò áûòü ïðèâåä¼í ê âèäó (25), ãäå âìåñòî ÷èñåë ε1, ε2, . . . , εp áóäóò
ôèãóðèðîâàòü ÷èñëà 0 < η1 ≤ η2 ≤ . . . ≤ ηq. Íî òîãäà äàííûé ïó÷îê A+λB îêàæåòñÿ
ïðåîáðàçîâàííûì ê êâàçèäèàãîíàëüíîìó âèäó
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Lε1 0

Lε2

. . .
Lεp

L̂η1

L̂η2

. . .
L̂ηq

0 A0 + λB0




(26)

(0 < ε1 ≤ ε2 ≤ . . . ≤ εp, 0 < η1 ≤ η2 ≤ . . . ≤ ηq)

ãäå ó ïó÷êà A0 + λB0 êàê ñòîëáöû, òàê è ñòðîêè ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ò.å. A0 + λB0

� ðåãóëÿðíûé ïó÷îê.
Ðàññìîòðèì òåïåðü îáùèé ñëó÷àé, êîãäà ñòðîêè è ñòîëáöû äàííîãî ïó÷êà ìîãóò

áûòü ñâÿçàíû ëèíåéíûìè çàâèñèìîñòÿìè ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Îáîçíà-
÷èì ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïîñòîÿííûõ íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé

(A + λB)x = 0, (Â + λB̂)y = 0

ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç g è h. Âìåñòî ïåðâîãî èç ýòèõ óðàâíåíèé, ïîäîáíî òîìó êàê
ìû ýòî äåëàëè ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé òåîðåìû, ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå âåêòîðíîå óðàâíåíèå (A + λB)x = 0 (A è B � îïåðàòîðû îòîáðàæàþùèå Rn â
Rm). Ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ïîñòîÿííûå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç
e1, e2, . . . , eg è ïðèìåì çà ïåðâûå áàçèñíûå âåêòîðû â Rn. Òîãäà â ñîîòâåòñòâóþùåé
ìàòðèöå Ã + λB̃ ïåðâûå g ñòîëáöîâ áóäóò ñîñòîÿòü èç íóëåé:

(
g︷︸︸︷
0 Ã1 + λB̃1

)
(27)

Ñîâåðøåííî òàê æå â ïó÷êå Ã1+λB̃1 ïåðâûå h ñòðîê ìîæíî ñäåëàòü íóëåâûìè. Òîãäà
äàííûé ïó÷îê ïðèìåò âèä


 h{

g︷︸︸︷
0 0

0 A0 + λB0


 (28)

ãäå ñòðîêè è ñòîëáöû ïó÷êà A0 + λB0 óæå íå ñâÿçàíû ëèíåéíûìè çàâèñèìîñòÿìè ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôèöèåíòàìè. Ê ïó÷êó A0+λB0 ïðèìåíèìî ïðåäñòàâëåíèÿ òèïà (28).
Òàêèì îáðàçîì, â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå ïó÷îê A + λB âñåãäà ìîæåò áûòü ïðèâåäåí ê
êàíîíè÷åñêîìó êâàçèäèàãîíàëüíîìó âèäó

{h{
g︷︸︸︷
0 , Lεg+1 , . . . , Lεp ; L̂ηh+1

, . . . , L̂ηg , A0 + λB0}. (29)
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Âûáîð èíäåêñîâ ïðè ε è η ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî íàì óäîáíî çäåñü ñ÷èòàòü ε1 = ε2 = . . . =

εg = 0 è η1 = η2 = . . . = ηh = 0.

Çàìåíÿÿ ôèãóðèðóþùèé â (29) ðåãóëÿðíûé ïó÷îê A0 + λB0 åãî êàíîíè÷åñêîé
ôîðìîé, ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíóþ ñëåäóþùóþ êâàçèäèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó:

{h{
g︷︸︸︷
0 , Lεg+1 , . . . , Lεp ; L̂ηh+1

, . . . , L̂ηg ; N (u1), . . . , N (us), J + λE}. (30)

ãäå ìàòðèöà J èìååò æîðäàíîâó íîðìàëüíóþ ôîðìó, à N (u) = E(u) + λH(u).
Ìàòðèöà (30) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó ïó÷êà A + λB â ñàìîì

îáùåì ñëó÷àå.

4 Ïðèëîæåíèå ê äèôôåðèíöèàëüíûì óðàíåíèÿì
Ðàññìîòðèì ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ê èíòåãðèðîâàíèþ ñèñòåìû m ëè-
íåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ n íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿ-
ìè ñ ïîñòîÿííûìè êîýôèöèåíòàìè:

n∑

k=1

aikxk +
n∑

k=1

bik
dxk

dt
= fi(t) (i = 1, 2, . . . ,m), (31)

èëè â ìàòðè÷íîé çàïèñè
Ax + B

dx

dt
= f(t); (32)

çäåñü

A = ||aik||, B = ||bik|| (i = 1, 2, . . . , m; k = 1, 2, . . . , n),

x =




x1

x2

...
xn




,




f1

f2

...
fm




Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f ∈ C[a; b].
Ââîäèì íîâûå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè z1, z2, . . . , zn, ñâÿçàííûå ñî ñòàðûìè x1, x2, . . . , xn

ëèíåéíûì íåâûðîæäåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôèöèåíòàìè:

x = Qz




z =




z1

z2

...
zn






|Q| 6= 0 (33)

;
Êðîìå òîãî, âìåñòî óðàâíåíèÿ (31) ìîæíî âçÿòü ëþáûå m íåçàâèñèìûõ ëèíåéíûõ

êîìáèíàöèé èõ, ÷òî ðàâíîñèëüíî óìíîæåíèþ ìàòðèö A, B, f ñëåâà íà êâàäðàòíóþ
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íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó P m-ãî ïîðÿäêà. Ïîäñòàâëÿÿ Qz âìåñòî x â (32) è óìíîæàÿ
(32) ñëåâà íà P , ïîëó÷èì

Ãz + λB̃
dz

dt
= f̃(t), (34)

ãäå

Ã = PAQ, B̃ = PBQ, f̃(t) = Pf(t) =




f̃1

f̃2

...
f̃n




(35)

Ïðè ýòîì ïó÷êè ìàòðèö A + λB è Ã + λB̃ ñòðîãî ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó:

Ã + λB̃ = P (A + λB)Q. (36)

Âûáåðåì ìàòðèöû P è Q òàê, ÷òîáû ïó÷îê Ã + λB̃ èìåë êàíîíè÷åñêóþ êâàçèäè-
àãîíàëüíóþ ôîðìó:

Ã + λB̃ = {0, Lεg+1 , . . . , Lεp , L
′
ηh+1

, . . . , N (u1), . . . , N (us), J + λE} (37)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ äèàãîíàëüíûìè áëîêàìè â (37) ñèñòåìà äèôôåðèíöèàëüíûõ óðà-
íåíèé ðàñïàäàåòñÿ íà ν = p− g + q − h + s + 2 îòëåëüíûõ ñèñòåì âèäà

0 · z(1) = f̃ (1)(t), (38)

Lεg+i
(
d

dt
z(1+i)) = f̃ (1+i)(t) (i = 1, 2, . . . , p− g), (39)

L′ηh+j
(
d

dt
)z(p−g+1+j) = f̃ (p−g+1+j)(t) (j = 1, 2, . . . , q − h), (40)

N (uk)(
d

dt
)z(p−g+q−h+1+k) = f̃ (p−g+q−h+1+k)(t) (k = 1, 2, . . . , s), (41)

(J +
d

dt
)z(ν) = f̃ (ν)(t), (42)

ãäå



z(1)

z(2)

...
z(ν)




,




f̃ (1)

f̃ (2)

...
f̃ (ν)




, (43)

z(1) = (z1, . . . , zg), f̃ (1) = (f̃1, . . . , f̃h), z(2) = (zg+1, . . . , ), f̃ (2) = (f̃h+1, . . .), . . . (44)
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Λ(
d

dt
) = A + B

d

dt
, åñëè Λ(λ) ≡ A + λB (45)

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû (32) â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå ñâåäåíî ê
èíòåãðèðîâàíèþ ÷àñòíûõ ñèñòåì (38)�(42) òàêîãî æå òèïà. Â ýòèõ ñèñòåìàõ ïó÷îê
ìàòðèö A + λB èìååò ñîîòâåòñòâåííî âèä {0, Lε, L̂η, N (u), J + λE}.

1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà (38) íå áûëà ïðîòèâîðå÷èâîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû

f̃ (1)(t) ≡ 0,

ò.å.

f̃1(t) ≡ 0, . . . , f̃h(t) ≡ 0. (46)

Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé z1, . . . , zg, ñîñòàâëÿþùèõ ñòîë-
áåö z(1), ìîãóò áûòü âçÿòû ïðîèçâîëüíûå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíê-
öèè àðãóìåíòà t.

2. Ñèñòåìà (39) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó âèäà

Lε(
d

dt
)z = f̃ , (47)

èëè â ïîäðîáíîé çàïèñè

dz1

dt
+ z2 = f̃1(t),

dz2

dt
+ z3 = f̃2(t), . . . ,

dzε

dt
+ zε+1 = f̃ε(t)

4 (48)

Òàêàÿ ñèñòåìà âñåãäà ñîâìåñòíà. Åñëè â êà÷åñòâå zε+1(t) âçÿòü ïðîèçâîëüíóþ
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ àðãóìåíòà t, òî ïîñëåäîâàòåëüíûìè
êâàäðàòóðàìè èç (48) îïðåäåëÿòñÿ âñå îñòàëüíûå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè zε, zε−1, . . . , z1.

3. Ñèñòåìà (40) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó âèäà

L̂η(
d

dt
)z = f̃ , (49)

èëè â ïîäðîáíîé çàïèñè

dz1

dt
= f̃1(t),

dz2

dt
+ z1 = f̃2(t), . . . ,

dzη

dt
+ zη−1 = f̃η(t), z̃η = f̃η+1(t) (50)

Èç âñåõ óðàâíåíèé (50), êðîìå ïåðâîãî, ìû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåì zη, zη−1, . . . , z1:
4Ìû èçìåíèëè èíäåêñû ïðè z è f̃ äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé. Äëÿ òîãî ÷òîáû îò ñèñòåìû

(48) âåðíóòüñÿ ê ñèñòåìå (39), íóæíî ε çàìåíèòü íà εi è ê êàæäîìó èíäåêñó ïðè z ïðèáàâèòü
g + εg+1 + . . . + εg+i−1 + i− 1, ê êàæäîìó ïðè f̃ ñëåäóåò ïðèáàâèòü h + εg+1 + . . . + εg+i−1.
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zη = f̃η+1, zη−1 = f̃η − df̃η+1

dt
, . . . , z1 = f̃2 − d2f̃3

dt2
+ . . . + (−1)η−1dη−1f̃η+1

dtη−1
. (51)

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ z1 â ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì óñëî-
âèå ñîâìåñòèìîñòè

f̃1 − df̃2

dt
+

d2f̃3

dt2
− . . . + (−1)η dηf̃η+1

dtη
= 0. (52)

4. Ñèñèòåìà (41) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó âèäà

N (u)(
d

dt
)z = f̃ , (53)

èëè â ïîäðîáíîé çàïèñè

dz2

dt
+ z1 = f̃1,

dz3

dt
+ z2 = f̃2, . . . ,

dzu

dt
+ zu−1 = f̃u−1, zu = f̃u, (54)

Îòñþäà ïîñëåäîâàòåëüíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåì ðåøåíèå

zu = f̃u, zu−1 = f̃u−1− df̃u

dt
, . . . , z1 = f̃1− df̃2

dt
+

d2f̃3

dt2
− . . .+(−1)u−1du−1f̃u

dtu−1
. (55)

5. Ñèñòåìà (42) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó âèäà

Jz +
dz

dt
= f̃ . (56)

Êàê èçâåñòíî îáùåå ðåøåíèå òàêîé ñèñòåìû èìååò âèä

z = e−Jtz0 +

t∫

0

e−J(t−τ)(τ)dτ ; (57)

çäåñü z0 � ñòîëáåö ñ ïðîèçâîëüíûìè ýëåìåíòàìè (íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè íåèç-
âåñòíûõ ôóíêöèé ïðè t = 0).

Îáðàòíûé ïåðåõîä îò ñèñòåìû (34) ê ñèñòåìå (32) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì
(33) è (35), ñîãëàñíî êîòîðûì êàæäàÿ èç ôóíêöèé x1, . . . , xn ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèåé ôóíêöèé z1, . . . , zn, à êàæäàÿ èç ôóíêöèé f̃1(t), . . . , f̃m(t) ëèíåéíî (ñ ïîñòî-
ÿííûìè êîýôèöèåíòàìè) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè f1(t), . . . , fm(t).

Ïðîâåä¼ííûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû (31) â îáùåì
ñëó÷àå äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ íåêîòîðûå îïðåäåë¼ííûå ëèíåéíûå êîíå÷íûå è äèôôå-
ðèíöèàëüíûå çàâèñèìîñòè (ñ ïîñòîÿííûìè êîýôèöèåíòàìè) ìåæäó ïðàâûìè ÷àñòÿìè
óðàâíåíèé.
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Åñëè ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåíû, òî îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ñîäåðæèò (â îáùåì ñëó-
÷àå) ëèíåéíî êàê ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, òàê è ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè.

Õàðàêòåð óñëîâèé ñîâìåñòíîñòè è õàðàêòåð ðåøåíèé (â ÷àñòíîñòè êîëè÷åñòâî ïðî-
èçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ è ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé) îïðåäåëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè èí-
äåêñàìè è ýëåìåíòàðíûìè äåëèòåëÿìè ïó÷êà A + λB, ïîñêîëüêó îò ýòèõ èíäåêñîâ è
äåëèòåëåé çàâèñèò êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà ñèñòåìû äèôôåðèíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (38)
� (42).
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5 Ïðèìåð.
Òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñèñòåìó 11 ëèíåéíûõ äèôôåðèíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿäêà
ñ 12 íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ax + B
dx

dt
= f(t) (58)

ãäå A è B ìàòðèöû âèäà:

A =




22 −7 31 −41 −44 −19 −26 4 12 15 −42 2

10 −4 16 −29 −19 10 −33 −26 32 6 13 41

8 −3 19 −19 −20 −10 −14 6 6 5 −22 1

22 −10 10 −28 −18 −8 7 15 −3 12 −42 −20

−17 5 −4 36 16 −29 34 47 −43 −12 −30 −59

−19 6 −28 42 39 7 34 10 −26 −13 22 −22

13 −8 17 −34 −21 20 −40 −38 40 5 19 50

−14 4 −1 37 11 −41 42 61 −57 −10 −50 −79

13 −3 15 −23 −21 −14 −5 13 3 10 −32 −8

2 −2 −1 −4 2 10 −4 −10 8 0 9 11

−4 6 11 −6 −18 −14 −14 10 4 2 −17 −1




B =




−33 17 26 14 −26 −5 −66 −29 23 −16 30 49

15 −11 −10 −17 11 14 15 −6 7 4 3 3

−29 12 29 14 −35 −9 −66 −24 19 −17 16 32

−16 8 14 10 −20 3 −42 −23 10 −8 19 27

−45 26 55 23 −68 −32 −103 −22 19 −19 0 36

6 −3 −11 7 14 −8 34 25 −20 3 −19 −35

35 −22 −13 −34 9 22 26 −10 9 13 −6 −3

−72 40 70 44 −80 −45 −135 −26 22 −32 11 50

−22 12 17 11 −21 −2 −47 −20 13 −10 19 31

14 −9 −7 −9 4 8 14 −1 −2 5 −5 −9

−19 14 19 7 −20 −10 −40 −8 15 −5 13 27




(59)
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x =




x1

x2

...
x11




, f(t) =




−1 + t

−t− t2 − et − 6 e(−t)

2− 3 t2 + 8 et + t + 6 e(−t)

1 + 6 t− 2 t2 + 11 et + 4 e(−t)

1− 2 t2 + 9 et + 2 t + 14 e(−t)

−4 t + t2 − 7 et − e(−t)

−1− 2 t2 − 4 et + 3 t− 9 e(−t)

1− 2 t + 4 et + 6 e(−t)

1− t2 + 10 et + 3 t + 5 e(−t)

2 t + t2 + 4 et + 5 e(−t)

2 t− t2 − 2 et − 3 e(−t)




Ðàññìîòðèì ïó÷îê ìàòðèö A + λB:

A + λB =


22− 33λ −7 + 17λ 31 + 26λ −41 + 14λ −44− 26λ −19− 5λ −26− 66λ 4− 29λ 12 + 23λ 15− 16λ −42 + 30λ 2 + 49λ

10 + 15λ −4− 11λ 16− 10λ −29− 17λ −19 + 11λ 10 + 14λ −33 + 15λ −26− 6λ 32 + 7λ 6 + 4λ 13 + 3λ 41 + 3λ

8− 29λ −3 + 12λ 19 + 29λ −19 + 14λ −20− 35λ −10− 9λ −14− 66λ 6− 24λ 6 + 19λ 5− 17λ −22 + 16λ 1 + 32λ

22− 16λ −10 + 8λ 10 + 14λ −28 + 10λ −18− 20λ −8 + 3λ 7− 42λ 15− 23λ −3 + 10λ 12− 8λ −42 + 19λ −20 + 27λ

−17− 45λ 5 + 26λ −4 + 55λ 36 + 23 16− 68λ −29− 32λ 34− 103λ 47− 22λ −43 + 19λ −12− 19λ −30 −59 + 36λ

−19 + 6λ 6− 3λ −28− 11λ 42 + 7λ 39 + 14λ 7− 8λ 34 + 34λ 10 + 25λ −26− 20λ −13 + 3λ 22− 19λ −22− 35λ

13 + 35λ −8− 22λ 17− 13λ −34− 34λ −21 + 9λ 20 + 22λ −40 + 26λ −38− 10λ 40 + 9λ 5 + 13λ 19− 6λ 50− 3λ

−14− 72λ 4 + 40λ −1 + 70λ 37 + 44λ 11− 80λ −41− 45λ 42− 135λ 61− 26λ −57 + 22λ −10− 32λ −50 + 11λ −79 + 50λ

13− 22λ −3 + 12λ 15 + 17λ −23 + 11λ −21− 21λ −14− 2λ −5− 47λ 13− 20λ 3 + 13λ 10− 10λ −32 + 19λ −8− 31λ

2 + 14λ −2− 9λ −1− 7λ −4− 9λ 2 + 4λ 10 + 8λ −4 + 14λ −10− λ 8− 2λ 5λ 9− 5λ 11− 9λ

−4− 19λ 6 + 14λ 11 + 19λ −6 + 7λ −18− 20λ −14− 10λ −14− 40λ 10− 8λ 4 + 15λ 2− 5λ −17 + 13λ −1 + 27λ




Ýòî ñèíãóëÿðíûé ïó÷îê ò. ê. êîëè÷åñòâî ñòðîê è ñòîëáöîâ ðàçëè÷íî.

1 Ïðèâåä¼ì ïó÷îê ê êàíîíè÷åñêîìó êâàçèäèàãîíàëüíîìó âèäó, à äëÿ ýòîãî íàé-

ä¼ì ðàíã ìàòðèöû M0[A + λB] =

(
A

B

)
. Ñîñòàâëÿÿ ýòó ìàòðèöó, ïðèâîäÿ å¼ ê

âåðõíåòðåóãîëüíîìó âèäó ïîëó÷àåì ÷òî ìàòðèöà M0[A + λB] èìååò ðàíã ðàâíûé
11 < (0 + 1)12. Èç âûïîëíåíèÿ ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ëè-
íåéíàÿ çàâèñèìîñòü ñ ïîñòîÿííûìè êîýôèöèåíòàìè ìåæäó ñòîëáöàìè ìàòðèöû M0.
Óäîëÿÿ íóëåâûå ñòðîêè â ýòîé ìàòðèöå ïîëó÷àåì ïðèâåä¼ííóþ ìàòðèöó M̃0[A+λB].

Äàëåå óìíîæàÿ ñïðàâà íà ñòîëáåö




x1

...
x11


 è ïðèðàâíèâàÿ ðåçóëüòàò ê íóëþ ïîëó÷à-

åì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ðåøàÿ êîòîðóþ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò:
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x1 = x1;
x2 = x1;
x3 = 0;
x4 = 0;
x5 = 0;
x6 = 0;
x7 = 0;
x8 = 0;
x9 = 0;
x10 = −x1;
x11 = 0;
x12 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèáàâëÿÿ ê ïåðâîìó ñòîëáöó âòîðîé è âû÷èòàÿ äåñÿòûé, ìû
ïîëó÷àåì íóëåâîé ïåðâûé ñòëáåö:

A + λB =

=




0 −7 + 17λ 31 + 26λ −41 + 14λ −44− 26λ −19− 5λ −26− 66λ 4− 29λ 12 + 23λ 15− 16λ −42 + 30λ 2 + 49λ

0 −4− 11λ 16− 10λ −29− 17λ −19 + 11λ 10 + 14λ −33 + 15λ −26− 6λ 32 + 7λ 6 + 4λ 13 + 3λ 41 + 3λ

0 −3 + 12λ 19 + 29λ −19 + 14λ −20− 35λ −10− 9λ −14− 66λ 6− 24λ 6 + 19λ 5− 17λ −22 + 16λ 1 + 32λ

0 −10 + 8λ 10 + 14λ −28 + 10λ −18− 20λ −8 + 3λ 7− 42λ 15− 23λ −3 + 10λ 12− 8λ −42 + 19λ −20 + 27λ

0 5 + 26λ −4 + 55λ 36 + 23 16− 68λ −29− 32λ 34− 103λ 47− 22λ −43 + 19λ −12− 19λ −30 −59 + 36λ

0 6− 3λ −28− 11λ 42 + 7λ 39 + 14λ 7− 8λ 34 + 34λ 10 + 25λ −26− 20λ −13 + 3λ 22− 19λ −22− 35λ

0 −8− 22λ 17− 13λ −34− 34λ −21 + 9λ 20 + 22λ −40 + 26λ −38− 10λ 40 + 9λ 5 + 13λ 19− 6λ 50− 3λ

0 4 + 40λ −1 + 70λ 37 + 44λ 11− 80λ −41− 45λ 42− 135λ 61− 26λ −57 + 22λ −10− 32λ −50 + 11λ −79 + 50λ

0 −3 + 12λ 15 + 17λ −23 + 11λ −21− 21λ −14− 2λ −5− 47λ 13− 20λ 3 + 13λ 10− 10λ −32 + 19λ −8− 31λ

0 −2− 9λ −1− 7λ −4− 9λ 2 + 4λ 10 + 8λ −4 + 14λ −10− λ 8− 2λ 5λ 9− 5λ 11− 9λ

0 6 + 14λ 11 + 19λ −6 + 7λ −18− 20λ −14− 10λ −14− 40λ 10− 8λ 4 + 15λ 2− 5λ −17 + 13λ −1 + 27λ




Ò. ê. rank(M0[A+λB]) = 11, òî îò ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè ìåæäó ñòîëáöîâ ìû èçáàâèëèñü. Ïðîâåðèì åñòü ëè ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ìåæäó ñòðîê. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïó÷îê A1 +λB1,
ãäå
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A1 =




−7 31 −41 −44 −19 −26 4 12 15 −42 2

−4 16 −29 −19 10 −33 −26 32 6 13 41

−3 19 −19 −20 −10 −14 6 6 5 −22 1

−10 10 −28 −18 −8 7 15 −3 12 −42 −20

5 −4 36 16 −29 34 47 −43 −12 −30 −59

6 −28 42 39 7 34 10 −26 −13 22 −22

−8 17 −34 −21 20 −40 −38 40 5 19 50

4 −1 37 11 −41 42 61 −57 −10 −50 −79

−3 15 −23 −21 −14 −5 13 3 10 −32 −8

−2 −1 −4 2 10 −4 −10 8 0 9 11

6 11 −6 −18 −14 −14 10 4 2 −17 −1




è

B1 =




17 26 14 −26 −5 −66 −29 23 −16 30 49

−11 −10 −17 11 14 15 −6 7 4 3 3

12 29 14 −35 −9 −66 −24 19 −17 16 32

8 14 10 −20 3 −42 −23 10 −8 19 27

26 55 23 −68 −32 −103 −22 19 −19 0 36

−3 −11 7 14 −8 34 25 −20 3 −19 −35

−22 −13 −34 9 22 26 −10 9 13 −6 −3

40 70 44 −80 −45 −135 −26 22 −32 11 50

12 17 11 −21 −2 −47 −20 13 −10 19 31

−9 −7 −9 4 8 14 −1 −2 5 −5 −9

14 19 7 −20 −10 −40 −8 15 −5 13 27




Äëÿ òîãî ÷òîáû âûÿâèòü ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè
ìåæäó ñòðîê, ðàññìîòðèì ïó÷îê AT

1 + λBT
1 è â í¼ì íàéä¼ì ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü

ñòîëáöîâ.

Ñîñòàâèì ìàòðèöó M0[A
T
1 + λBT

1 ] =

(
AT

1

BT
1

)
è íàéä¼ì å¼ ðàíã.

rank(M0[A
T
1 +λBT

1 ]) = 10 < (0+1)11 ⇒ ñóùåñòâóåò çàâèñèìîñòü ñ ïîñòîÿííûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè ìåæäó ñòðîê. Ïðèâåä¼ì ìàòðèöó M0[A

T
1 +λBT

1 ] ê âåðõíåòðåóãîëüíîìó

âèäó, îòáðîñèì íóëåâûå ñòðîêè è óìíîæèì íà ñòîëáåö




x1

...
x11


. Ðåøåíèå ïîëó÷åííîé

ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû èìååò âèä:
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x1 = x1;
x2 = 0;
x3 = 0;
x4 = 0;
x5 = x1;
x6 = x1;
x7 = 0;
x8 = −x1;
x9 = 0;
x10 = 0;
x11 = 0;
x12 = 0.

Ïðèáàâëÿÿ ê ïåðâîé ñòðîêå ïó÷êà A1 + λB1 ïÿòóþ, øåñòóþ è âû÷èòàÿ ñåäüìóþ,
ïîëó÷àåì ïó÷îê ñ íóëåâîé ïåðâîé ñòðîêîé

=




0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 −4− 11λ 16− 10λ −29− 17λ −19 + 11λ 10 + 14λ −33 + 15λ −26− 6λ 32 + 7λ 6 + 4λ 13 + 3λ 41 + 3λ

0 −3 + 12λ 19 + 29λ −19 + 14λ −20− 35λ −10− 9λ −14− 66λ 6− 24λ 6 + 19λ 5− 17λ −22 + 16λ 1 + 32λ

0 −10 + 8λ 10 + 14λ −28 + 10λ −18− 20λ −8 + 3λ 7− 42λ 15− 23λ −3 + 10λ 12− 8λ −42 + 19λ −20 + 27λ

0 5 + 26λ −4 + 55λ 36 + 23 16− 68λ −29− 32λ 34− 103λ 47− 22λ −43 + 19λ −12− 19λ −30 −59 + 36λ

0 6− 3λ −28− 11λ 42 + 7λ 39 + 14λ 7− 8λ 34 + 34λ 10 + 25λ −26− 20λ −13 + 3λ 22− 19λ −22− 35λ

0 −8− 22λ 17− 13λ −34− 34λ −21 + 9λ 20 + 22λ −40 + 26λ −38− 10λ 40 + 9λ 5 + 13λ 19− 6λ 50− 3λ

0 4 + 40λ −1 + 70λ 37 + 44λ 11− 80λ −41− 45λ 42− 135λ 61− 26λ −57 + 22λ −10− 32λ −50 + 11λ −79 + 50λ

0 −3 + 12λ 15 + 17λ −23 + 11λ −21− 21λ −14− 2λ −5− 47λ 13− 20λ 3 + 13λ 10− 10λ −32 + 19λ −8− 31λ

0 −2− 9λ −1− 7λ −4− 9λ 2 + 4λ 10 + 8λ −4 + 14λ −10− λ 8− 2λ 5λ 9− 5λ 11− 9λ

0 6 + 14λ 11 + 19λ −6 + 7λ −18− 20λ −14− 10λ −14− 40λ 10− 8λ 4 + 15λ 2− 5λ −17 + 13λ −1 + 27λ




Ò. ê. rank(M0[A
T
1 + λBT

1 ]) = 10 ⇒ ìû èçáàâèëèñü îò ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ìåæäó ñòðîê.

2 Ðàññìîòðèì ïó÷îê A2 + λB2, ãäå

A2 =




−4 16 −29 −19 10 −33 −26 32 6 13 41

−3 19 −19 −20 −10 −14 6 6 5 −22 1

−10 10 −28 −18 −8 7 15 −3 12 −42 −20

5 −4 36 16 −29 34 47 −43 −12 −30 −59

6 −28 42 39 7 34 10 −26 −13 22 −22

−8 17 −34 −21 20 −40 −38 40 5 19 50

4 −1 37 11 −41 42 61 −57 −10 −50 −79

−3 15 −23 −21 −14 −5 13 3 10 −32 −8

−2 −1 −4 2 10 −4 −10 8 0 9 11

6 11 −6 −18 −14 −14 10 4 2 −17 −1
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B2 =




−11 −10 −17 11 14 15 −6 7 4 3 3

12 29 14 −35 −9 −66 −24 19 −17 16 32

8 14 10 −20 3 −42 −23 10 −8 19 27

26 55 23 −68 −32 −103 −22 19 −19 0 36

−3 −11 7 14 −8 34 25 −20 3 −19 −35

−22 −13 −34 9 22 26 −10 9 13 −6 −3

40 70 44 −80 −45 −135 −26 22 −32 11 50

12 17 11 −21 −2 −47 −20 13 −10 19 31

−9 −7 −9 4 8 14 −1 −2 5 −5 −9

14 19 7 −20 −10 −40 −8 15 −5 13 27




rank(A2 + λB2) = 9, 9 < n = 11 ⇒ ñòîëáöû ïó÷êà A2 + λB2 ëèíåéíî çàâèñèìû.
Ïîýòîìó â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå ïó÷êà îáÿçàòåëüíî åñòü Lε1 , ε1 > 0. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ε1 ñòðîèì ñëåäóþùèå ìàòðèöû: M0[A2 + λB2], rank(M0[A2 + λB2]) = 11 : ρ0 =

= 11 = (0 + 1)11 ⇒ ε1 6= 0

M1[A2 + λB2] =




A2 0

B2 A2

0 B2


 , rank(M1[A2 + λB2]) = 21 : ρ1 = 21 < (1 + 1)11 ⇒

ε1 = 1

Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, êîòîðûå ðàâíîñèëüíû óìíîæåíèþ ïó÷êà A2+

λB2 ñïðàâà è ñëåâà ñîîòâåòñòâåííî íà íåâûðîæäåííûå êâàäðàòíûå ìàòðèöû P1 è Q1:

P1 =




−7

16

5

16

1

16

−3

16

5

16

1

4

−3

8

1

8

−3

8

3

16

21

16

−15

16

−3

16

9

16

1

16

−3

4

9

8

5

8

17

8

7

16

9

8

−11

8

1

8

5

8

−3

8

−1

2

5

4

1

4

9

4

3

8

−3

8

1

8

−3

8

1

8

1

8

1

2

1

4

1

4

1

4

−1

8

−13

16

7

16

−5

16

−1

16

7

16

3

4

−1

8

3

8

−9

8

1

16

5

16

1

16

−3

16

−7

16

1

16

1

4

1

8

5

8

1

8

7

16

5

8

1

8

5

8

1

8

1

8

−1

2

1

4

−3

4

1

4

−1

8

−15

8

13

8

1

8

−3

8

−3

8

1

2

−7

4

−3

4

−11

4

−5

8

−11

8

9

8

−3

8

−7

8

1

8

1

2

−3

4

1

4

−7

4

−1

8

−1

8

−5

8

−1

8

3

8

3

8

1

2

3

4

3

4

3

4

−3

8
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Q1 =




−40

31

102

31

185

31

−6

31

−96

31

64

31

−64

31

138

31

94

31

17

31

88

31

−13

31

44

31

95

31

−19

31

−56

31

27

31

−27

31

65

31

29

31

−3

31

41

31

25

31

−56

31

−104

31

−4

31

60

31

−40

31

40

31

−94

31

−51

31

1

31

−55

31

4

31

−35

31

−65

31

13

31

22

31

6

31

25

31

−51

31

−28

31

−11

31

−15

31

−1

31

32

31

55

31

−11

31

−21

31

14

31

−14

31

36

31

7

31

−5

31

27

31

−18

31

49

31

91

31

−12

31

−37

31

4

31

−35

31

59

31

33

31

3

31

21

31

17

31

−17

31

−36

31

1

31

16

31

−21

31

21

31

−23

31

−26

31

−8

31

−25

31

5

31

−5

31

−27

31

−7

31

12

31

−8

31

8

31

−25

31

−4

31

−6

31

−11

31

11

31

−11

31

−16

31

−3

31

14

31

1

31

−1

31

−24

31

−15

31

−7

31

−18

31

−6

31

37

31

82

31

−4

31

−33

31

22

31

−22

31

61

31

42

31

1

31

38

31

11

31

−42

31

−78

31

−3

31

45

31

−30

31

30

31

−55

31

−46

31

−7

31

−49

31




ïðèâîäèì ïó÷îê ê âèäó {L1, A3 + λB3}, ãäå Lε =
(

λ 1
)

Òàêèì îáðàçîì A2 + λB2 ∼ P1(A2 + λB2)Q1 =

=




0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 λ 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 7λ 7− 12λ −7− 6λ −9 + 3λ −1 + 6λ −3 + 9λ 13λ 7 + 12λ −7 + 7λ

0 0 0 −2 + 4λ 4− 8λ −6− 2λ −5 + 6λ −3 + 2λ 7λ −2 + 6λ 3 + 4λ −4 + 6λ

0 0 0 3− λ −2− 2λ 2− 3λ −λ 2− 2λ −1 + 2λ 1 λ 2 + λ

0 0 0 2 + 2λ 2− 6λ −2− 6λ −5 1 + 2λ −2 + 5λ 2 + 6λ 5 + 6λ −2 + 2λ

0 0 0 −8− 4λ −19 + 2λ −4 + 10λ 23 + 5λ −1 + λ 21− 3λ −6λ −14− 13λ 11

0 0 0 1 + 4λ 7− 3λ −1− 2λ −7− 3λ −2 + 2λ −5 + λ −4 + 5λ 2 + 7λ −4 + 2λ

0 0 0 1 + 3λ 2− 8λ −4− 5λ −5 + 2λ −1 + λ −1 + 7λ −1 + 6λ 3 + 6λ −2 + 5λ

0 0 0 −2− 2λ −7 + 7λ 1 + 5λ 10− 3λ λ 7− 7λ 2− 4λ −4− 5λ 5− 5λ

0 0 0 3 + λ 8 2− 3λ −9− 2λ −1− 3λ −9 + λ −3 + 4λ 3 + 4λ −4 + λ




⇒ A3 + λB3 =

=




7λ 7− 12λ −7− 6λ −9 + 3λ −1 + 6λ −3 + 9λ 13λ 7 + 12λ −7 + 7λ

−2 + 4λ 4− 8λ −6− 2λ −5 + 6λ −3 + 2λ 7λ −2 + 6λ 3 + 4λ −4 + 6λ

3− λ −2− 2λ 2− 3λ −λ 2− 2λ −1 + 2λ 1 λ 2 + λ

2 + 2λ 2− 6λ −2− 6λ −5 1 + 2λ −2 + 5λ 2 + 6λ 5 + 6λ −2 + 2λ

−8− 4λ −19 + 2λ −4 + 10λ 23 + 5λ −1 + λ 21− 3λ −6λ −14− 13λ 11

1 + 4λ 7− 3λ −1− 2λ −7− 3λ −2 + 2λ −5 + λ −4 + 5λ 2 + 7λ −4 + 2λ

1 + 3λ 2− 8λ −4− 5λ −5 + 2λ −1 + λ −1 + 7λ −1 + 6λ 3 + 6λ −2 + 5λ

−2− 2λ −7 + 7λ 1 + 5λ 10− 3λ λ 7− 7λ 2− 4λ −4− 5λ 5− 5λ

3 + λ 8 2− 3λ −9− 2λ −1− 3λ −9 + λ −3 + 4λ 3 + 4λ −4 + λ
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3. Ðàññìàòðèâàåì ïó÷îê A3 + λB3, rank(A3 + λB3) = 8 < 9, ⇒ ñóùåñòâóåò
ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó ñòîëáöàìè. Íàéä¼ì Lε2 , ε2 ≥ ε1 = 1. Äëÿ îïðåäåëåíÿ

ε2 ñòðîèì ñëåäóþùèå ìàòðèöû:M1[A3 + λB3] =




A3 0

B3 A3

0 B3


 , rank(M1[A3 + λB3]) =

= 18 = (1+1)9 = 18 Ñòðîèì M2[A3+λB3] =




A3 0 0

B3 A3 0

0 B3 A3

0 0 B3


 , rank(M2[A3+λB3]) =

= 26 < (2 + 1)9 = 27, ⇒ ε2 = 2 ⇒ Lε2 =

(
λ 1 0

0 λ 1

)

Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, êîòîðûå ðàâíîñèëüíû óìíîæåíèþ ïó÷êà A3+

λB3 ñïðàâà è ñëåâà ñîîòâåòñòâåííî íà íåâûðîæäåííûå êâàäðàòíûå ìàòðèöû P2 è Q2:

P2 =




1
1

2
1

3

2
1 0 −3 0 2

0
1

2
0

1

2
0 0 −1 0 0

0
1

2
0

−1

2
0 0 0 0 0

0 2 1 2 1 1 −4 0 2

0 1 1 0 0 0 −2 −1 0

0
−1

2
0

−1

2
0 0 0 0 0

0
−1

2
−1

1

2
0 0 1 1 1

0
−1

2
0

−3

2
−1 0 1 −1 −2

0
−1

2
0

−1

2
0 0 0 −1 −1
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Q2 =




−6

7

−1

14

−1

14

−2

7

2

7

3

7

3

14

−2

7

−2

7

11

7

5

7

−2

7

13

7

1

7

−9

7

−8

7

6

7

−1

7

−17

14

−25

28

17

28

−4

7

−3

7

5

14

19

28

3

7

−4

7

1

14

13

28

−1

28

−1

7

1

7

3

14

−11

28

−1

7

−1

7

1
1

2

−1

2
1 0 −1

−1

2
0 0

−5

7

−9

14

5

14

3

7

−3

7

−1

7

−1

14

3

7

−4

7

3

7

2

7

2

7

1

7

−1

7

2

7

1

7

1

7

1

7

−5

14

−9

28

5

28

−2

7

2

7

−1

14

−1

28

−2

7

−2

7

5

2

3

4

−3

4
2 0

−3

2

−5

4
1 0




A3 + λB3 ∼ P2(A3 + λB3)Q2 =

=




λ 1 0 0 0 0 0 0 0

0 λ 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 λ −λ 0 −1− λ 2λ 1− 2λ

0 0 0 1 1 −2 −1 2 + 2λ 1− λ

0 0 0 0 2− λ −2 + λ 2− 2λ 2λ 1− λ

0 0 0 0 −3 1− 2λ λ 3 + 3λ −2 + 2λ

0 0 0 0 3 + 3λ −1− λ λ −1− 3λ 1 + λ

0 0 0 0 5 + λ −3 + λ 3− λ −3− 3λ 2− λ

0 0 0 0 −3− 2λ 1 0 1 + 2λ −1




3. Ðàññìîòðèì ïó÷îê A4 + λB4 =

=




λ −λ 0 −1− λ 2λ 1− 2λ

1 1 −2 −1 2 + 2λ 1− λ

0 2− λ −2 + λ 2− 2λ 2λ 1− λ

0 −3 1− 2λ λ 3 + 3λ −2 + 2λ

0 3 + 3λ −1− λ λ −1− 3λ 1 + λ

0 5 + λ −3 + λ 3− λ −3− 3λ 2− λ

0 −3− 2λ 1 0 1 + 2λ −1




ranλ(A4 + λB4) = 6, ⇒
ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó ñòðîêàìè è â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå ïó÷êà

ïðèñóòñòâóåò Lη1 . Íàéä¼ì Lη1 ðàññìàòðèâàÿ ìàòðèöû M0[A
T
4 + λBT

4 ] =

(
AT

4

BT
4

)
,

ranλ(M0[A
T
4 + λBT

4 ]) = 7 = (0 + 1)7 = 7
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M1[A
T
4 + λBT

4 ] =




AT
4 0

AT
4 BT

4

AT
4


 , ranλ(M0[A

T
4 + λBT

4 ]) = 14 = (1 + 1)7 = 14

M2[A
T
4 + λBT

4 ] =




AT
4 0 0

BT
4 AT

4 0

0 BT
4 AT

4

0 0 BT
4


 , rank(M2[A

T
4 + λBT

4 ]) = 14 < (2 + 1)7 = 21,⇒

η1 = 2 òàêèì îáðàçîì Lη1 =




λ 0

1 λ

0 1




Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, êîòîðûå ðàâíîñèëüíû óìíîæåíèþ ïó÷êà A4+

λB4 ñïðàâà è ñëåâà ñîîòâåòñòâåííî íà íåâûðîæäåííûå êâàäðàòíûå ìàòðèöû P3 è Q3:

P3 =




1 0 −1 1 −1 1 −1

0 1
−5

2

3

2

−7

2
2 −3

0 0 −1 1 −2 1 −2

0 0
−1

2

1

2

−1

2
0 0

0 0
−3

2

1

2

−3

2
1 −1

0 0
−1

2

1

2

−1

2
0 −1

0 0 0 0 1 0 1




Q3 =




1 −2 −4 −3 1 −1

0 0 −1 0 0 0

0 −1 −3 −2 1 0

0 0 −1 −1 0 0

0 0 0 0 0 1

0 −1 −1 −1 0 0




A4 + λB4 ∼ P3(A4 + λB4)Q3 =




λ 0 0 0 0 0

1 λ 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 + 2λ −1 2− λ 2 + 2λ

0 0 −1− λ −1− λ 1 −1− 2λ

0 0 0 0 1− λ 1

0 0 0 0 −λ −λ
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4. Ðàññìîòðèì ïó÷îê A5 + λB5 =




1 + 2λ −1 2− λ 2 + 2λ

−1− λ −1− λ 1 −1− 2λ

0 0 1− λ 1

0 0 −λ −λ


 Ýòî ðå-

ãóëÿðíûé ïó÷îê, ïðè÷¼ì det(B) 6= 0, ñëåäîâàòåëüíî, áåñêîíå÷íûå ýëåìåíòàðíûå äå-
ëèòåëè îòñóòñòâóþò. Ïðèâåä¼ì åãî ê íîðìàëüíîé ôîðìå Æîðäàíà:

A5+λB5 =




1 + 2λ −1 2− λ 2 + 2λ

−1− λ −1− λ 1 −1− 2λ

0 0 1− λ 1

0 0 −λ −λ


 ∼




λ 1 0 0

0 λ 0 0

0 0 1 + λ 1 + λ

0 0 2 + λ λ


 = P4(A5+λB5)Q4,

ãäå P4 =




0 0 −1 0

0 0 0 1

0 −1 0 1

−1 −1 1 1


 , Q4 =




1 1 0 1

1 0 1 0

1 0 0 0

−1 −1 0 0




P4(A5 + λB5)Q4 ∼




λ 1 0 0

0 λ 0 0

0 0 λ + 1 1

0 0 0 λ + 1


 = P5(P4(A5 + λB5)Q4)Q5, ãäå

P5 :=




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0


 , Q5 =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1
2

1
2

0 0 −1
2

1
2




Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ýëåìåíòàðíûå ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìû ïðèâåëèè
èñõîäíûé ïó÷îê A + λB ê êàíîíè÷åñêîìó êâàçèäèàãîíàëüíîìó âèäó:

A + λB ∼ P (A + λB)Q =

=




0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 λ 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 λ 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 λ 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 λ 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 λ 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 λ 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 λ 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 + λ 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 + λ
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ãäå ìàòðèöû P è Q èìåþò âèä:

P =




1
−37

32

143

32

67

32

−41

32

−129

32

−33

8

−89

16

−117

16

−39

32

−57

16

0
−7

16

5

16

1

16

−3

16

5

16

1

4

−3

8

1

8

3

16

−3

8

0
191

32

−221

32

−57

32

75

32

83

32

3

8

139

16

95

16

69

32

187

16

0
65

32

−67

32

−7

32

21

32

13

32

−3

8

37

16

17

16

27

32

53

16

0
−75

32

129

32

45

32

−39

32

−79

32

−15

8

−87

16

−75

16

−41

32

−87

16

0
57

16

−19

16

17

16

13

16

−27

16

−13

4

9

8

−23

8

11

16

37

8

0
−11

16

33

16

13

16

−7

16

−31

16

−7

4

−23

8

−27

8

−9

16

−15

8

0
151

32

−181

32

−33

32

67

32

75

32

7

8

107

16

71

16

61

32

131

16

0
−21

8

23

8

3

8

−9

8

−1

8

1

2

−13

4

−5

4

−7

8

−21

4

0
25

16

−51

16

−15

16

13

16

37

16

7

4

33

8

33

8

11

16

29

8

0
7

32

−101

32

−49

32

19

32

91

32

23

8

75

16

87

16

13

32

51

16




Q =




1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 −40
31

102
31

185
31

−6
31

−96
31

64
31

−64
31

138
31

94
31

−71
62

105
62

0 −13
31

44
31

95
31

−19
31

−56
31

27
31

−27
31

65
31

29
31

−22
31

19
31

0 −60
217

184
217

262
217

75
434

−443
434

347
434

−127
217

569
434

172
217

−461
868

45
124

0 −100
217

162
217

509
217

−46
217

−116
217

−181
217

−67
217

221
217

142
217

43
217

11
31

0 −218
217

900
217

3365
434

−323
868

−3277
868

2319
868

−1299
434

5321
868

813
217

−3321
1736

513
248

0 1084
217

−3006
217

−12693
434

2281
868

9743
868

−2889
868

4343
434

−16379
868

−2659
217

6227
1736

−1595
248

0 323
217

−1005
217

−1924
217

193
434

1817
434

−953
434

709
217

−2951
434

−897
217

1545
868

−281
124

0 189
31

−561
31

−2221
62

349
124

1895
124

−881
124

797
62

−3067
124

−486
31

1531
248

−2093
248

−1 −249
217

373
217

2869
434

−1005
868

−487
868

−2827
868

−555
434

1663
868

410
217

2445
1736

203
248

0 814
217

−2395
217

−9467
434

1437
868

8143
868

−3889
868

3417
434

−13211
868

−2102
217

6635
1736

−1283
248

0 −1065
217

3266
217

12773
434

−2003
868

−11061
868

5483
868

−4617
434

17921
868

2836
217

−9313
1736

1737
248




29



Ïåðåéä¼ì ñîáñòâåííî ê ðåøåíèþ ñèñòåìû Ax + B dx
dt

= f(t).
Ââåä¼ì íîâûå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè z1, z2, . . . , z12, ñâÿçàííûå ñî ñòàðûìè ïðåîáðàçî-
âàíèåì x = Qz. Òîãäà f̃ = Pf = (f̃1, f̃2, . . . , f̃11) =

=




0

t

1

t2

et

1

−et

t

−2t

−e−t

e−t




Òàêèì îáðàçîììû ïîëó÷èëè ñëåäóþùóþ ñèñòåìó Ãz + B̃ dz
dt

= f̃(t), ãäå
Ã + λB̃ = {0, L1, L2, L

T
2 , I + λE}

Â ñîîòâåòñòâèè ñ äèàãîíàëüíûìè áëîêàìè ñèñòåìà ðàñïàäàåòñÿ íà ñëåäóþùèå:

1-é áëîê:
0 · z1 = f̃1(t) = 0 ⇒ ∀z1

Ïóñòü z1 = t + 1

2-é áëîê:
dz2

dt
+ z3 = f̃2(t) = t

Ïåðåìåííàÿ z3 òàêæå ñâîáîäíàÿ. Ïóñòü z3 = t ⇒ dz2

dt
= 0 ⇒ z2 = c2

3-é áëîê: {
dz4

dt
+ z5 = f̃3 = 1;

dz5

dt
+ z6 = f̃4 = t2.

Ïóñòü z6 = t2 ⇒ z5 = c5 ⇒ z4 = tc5 + c6

4-é áëîê: 



dz7

dt
= f̃5 = et;

dz8

dt
+ z7 = f̃6 = 1;

z8 = f̃7 = −et.
Ïðîâåðèì óñëîâèÿ ñîâìåñòèìîñòè:

f̃5 − df̃6

dt
+

d2f̃7

dt2
= et − 0− et = 0, ⇒

ñèñòåìà ñîâìåñòíà.

30



Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó ïîëó÷èì:

z7 = et; z8 = −et

5-é áëîê: {
dz9

dt
+ z10 = f̃8 = 1;

dz10

dt
= f̃9 = −2t.

⇒ z10 = −t2 + c10, z9 = −t2

3
+ (c10 + 1)t + c9

6-é áëîê: {
dz9

dt
+ z10 = f̃8 = −e−t;

dz10

dt
= f̃9 = e−t.

Ðåøèâ ýòó ñèñòåìó ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

z12 = (c12 + t)e−t, z11 = c11e
−t − (c12t + t +

t2

2
)e−t

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ðåøåíèå:




z1 = t + 1;
z2 = c2;
z3 = t;
z4 = tc5 + c6;
z5 = c5;
z6 = t2;
z7 = et;
z8 = −et;
z9 = − t2

3
+ (c10 + 1)t + c9;

z10 = −t2 + c10;
z11 = c11e

−t − (c12t + t + t2

2
)e−t;

z12 = (c12 + t)e−t.
Ïåðåéä¼ì îáðàòíî ê êîîðäèíàòàì x: x = Qz
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x1 = [t + 1]

x2 =

[
133 t

31
+

185 t c5

31
− 190 t2

31
+

128

31
et − 46 t3

31
+

138 (c10 + 1) t

31
− 71

62
c11 e(−t)

+
71

62
%1 +

105

62
(c12 + t) e(−t)

]

x3 =

[
− 13 c2

31
+

44 t

31
+

95 t c5

31
+

95 c6

31
− 19 c5

31
− 85 t2

31
+

54

31
et − 65 t3

93
+

65 (c10 + 1) t

31

+
65 c9

31
+

29 c10

31
− 22

31
c11 e(−t) +

22

31
%1 +

19

31
(c12 + t) e(−t)

]

x4 =

[
184 t

217
+

262 t c5

217
− 787 t2

434
+

601

434
et − 569 t3

1302
+

569 (c10 + 1) t

434
− 461

868
c11 e(−t)

+
461

868
%1 +

45

124
(c12 + t) e(−t)

]

x5 =

[
162 t

217
+

509 t c5

217
− 258 t2

217
− 114

217
et − 221 t3

651
+

221 (c10 + 1) t

217
+

43

217
c11 e(−t)

− 43

217
%1 +

11

31
(c12 + t) e(−t)

]

x6 =

[
900 t

217
+

3365 t c5

434
− 6529 t2

868
+

4917

868
et − 5321 t3

2604
+

5321 (c10 + 1) t

868

− 3321

1736
c11 e(−t) +

3321

1736
%1 +

513

248
(c12 + t) e(−t)

]

x7 =

[
− 3006 t

217
− 12693 t c5

434
+

20379 t2

868
− 11575

868
et +

16379 t3

2604
− 16379 (c10 + 1) t

868

+
6227

1736
c11 e(−t) − 6227

1736
%1− 1595

248
(c12 + t) e(−t)

]

x8 =

[
− 1005 t

217
− 1924 t c5

217
+

3611 t2

434
− 2371

434
et +

2951 t3

1302
− 2951 (c10 + 1) t

434

+
1545

868
c11 e(−t) − 1545

868
%1− 281

124
(c12 + t) e(−t)

]

x9 =

[
− 561 t

31
− 2221 t c5

62
+

3839 t2

124
− 2475

124
et +

3067 t3

372
− 3067 (c10 + 1) t

124

+
1531

248
c11 e(−t) − 1531

248
%1− 2093

248
(c12 + t) e(−t)

]

x10 =

[
156 t

217
+

2869 t c5

434
+

2869 c6

434
− 2127 t2

868
− 1717

868
et − 1663 t3

2604
+

1663 (c10 + 1) t

868

+
2445

1736
c11 e(−t) − 2445

1736
%1 +

203

248
(c12 + t) e(−t)

]

x11 =

[
− 2395 t

217
− 9467 t c5

434
+

16551 t2

868
− 10723

868
et +

13211 t3

2604
− 13211 (c10 + 1) t

868

+
6635

1736
c11 e(−t) − 6635

1736
%1− 1283

248
(c12 + t) e(−t)

]

x12 =

[
3266 t

217
+

12773 t c5

434
− 22405 t2

868
+

14717

868
et − 17921 t3

2604
+

17921 (c10 + 1) t

868

− 9313

1736
c11 e(−t) +

9313

1736
%1 +

1737

248
(c12 + t) e(−t)

]
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