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1 Ââåäåíèå
Çàêîíû ôèçèêè âûðàæàþòñÿ óðàâíåíèÿìè, êîòîðûå çàïèñûâàþòñÿ â òîé
èëè èíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Íî ñàìè ýòè çàêîíû èíâàðèàíòíû, ò. å. íå
çàâèñÿò îò ñèñòåì êîîðäèíàò.

Â ðàçíûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò îäèí è òîò æå ôèçè÷åñêèé çàêîí ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ ñîâåðøåííî ðàçëè÷íûìè óðàâíåíèÿìè, çà êîòîðûìè ÷àñòî íå
âèäíî èíâàðèàíòíîé ïðèðîäû ýòîãî çàêîíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû äîëæíû
íàó÷èòüñÿ âûäåëÿòü òå ñâîéñòâà óðàâíåíèé ôèçèêè, êîòîðûå îò êîîðäè-
íàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íå çàâèñÿò, è ïîòîìó èìåþò ôèçè÷åñêèé ñìûñë.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñëóæèò àïïàðàò òåíçîðíîãî àíàëèçà, îí ïîç-
âîëÿåò ðàáîòàòü ñ êîîðäèíàòíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ,
ñîõðàíÿÿ èíâàðèàíòíóþ òåðìèíîëîãèþ.

Ïåðâàÿ ÷àñòü ýòîãî êóðñà ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèåì â ïîëèëèíåéíóþ àëãå-
áðó. Â íåé èçó÷àåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå àñïåêòû òåíçîðíîãî àíàëèçà.

Âòîðàÿ ÷àñòü êóðñà ïîñâÿùåíà ýëåìåíòàì äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñ-
ëåíèÿ òåíçîðîâ. Ðàññìîòðåíû ñëåäóþùèå òåìû: äèôôåðåíöèàëüíûå ôîð-
ìû è âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå, ïðîèçâîäíàÿ Ëè, ñâÿçíîñòü è êîâà-
ðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå, òåíçîð Ðèìàíà.

Îòìåòèì íåêîòîðûå îñîáåííîñòè èçëîæåíèÿ.
Âñå ôóíêöèè, âñòðå÷àþùèåñÿ â ýòîì êóðñå, ñ÷èòàþòñÿ áåñêîíå÷íî

äèôôåðåíöèðóåìûìè â ñâîèõ îáëàñòÿõ îïðåäåëåíèÿ.
Òàê êàê äèôôåðåíöèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé îïåðàöèåé, ìû íå

ââîäèì ïîíÿòèå ìíîãîîáðàçèÿ. Âñå ïîñòðîåíèÿ ïðîèñõîäÿò íà ïîâåðõíî-
ñòè, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç îäíîé êàðòû è äëÿ óäîáñòâà âîñïðèÿòèÿ âëîæåíà
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â ïðîñòðàíñòâî áîëüøåé ðàçìåðíîñòè. Íåñìîòðÿ íà óêàçàííóþ ñïåöèôè-
êó, ñîäåðæàíèå êóðñà ëåãêî ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ãëàä-
êîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

×àñòü I
Ïîëèëèíåéíàÿ àëãåáðà
2 Îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ
Òåíçîðíàÿ àëãåáðà èìååò äåëî ñ íàáîðàìè ÷èñåë âèäà t

i1,...,ip
j1,...,jq

, ãäå âåðõíèå
è íèæíèå èíäåêñû ïðîáåãàþò ðàçëè÷íûå öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ:

ik, jl ∈ {1, . . . , m}, k = 1, . . . , p, l = 1, . . . , q.

Ýòè ìíîãîèíäåêñíûå íàáîðû ÷èñåë ïðèõîäèòñÿ ïåðåìíîæàòü, ïîëó÷àÿ
íîâûå íàáîðû, íàïðèìåð: ai1,i2

j1,j2,j3
·bk

n = ci1,i2,k
j1,j2,j3,n

, è ñóììèðîâàòü, íàïðèìåð:

di1
j1,j3

=
m∑

s=1

m∑
r=1

ai1,r
j1,s,j3

· bs
r. (2.1)

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðèíÿòî, ñëåäóÿ Ýéíøòåéíó, îïóñêàòü çíàêè ñóììè-
ðîâàíèÿ. Â ñîîòâåòñòâèå ñ ýòèì ôîðìóëà (2.1) ïðèîáðåòàåò âèä:

di1
j1,j3

= ai1,r
j1,s,j3

· bs
r.

Ïðè ýòîì îòìå÷àþò, åñëè íåîáõîäèìî, ÷òî ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî èí-
äåêñàì r è s îò åäèíèöû äî m.

Èòàê, åñëè â ôîðìóëå îäèí è òîò æå èíäåêñ âñòðå÷àåòñÿ äâàæäû ñíèçó
è ñâåðõó, òî ïî ýòîìó èíäåêñó âåäåòñÿ ñóììèðîâàíèå, íàïðèìåð:

ai
i =

m∑
i=1

ai
i.

Äâóõèíäåêñíûé íàáîð ÷èñåë

δi,j = δi,j = δj
i =

{
1 åñëè i = j,

0 åñëè i 6= j.

íàçûâàåòñÿ ñèìâîëîì Êðîíåêåðà.
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Èíîãäà óäîáíî èñïîëüçîâàòü øòðèõîâàííûå èíäåêñû, íàïðèìåð: ci′. Â
ýòîì ñëó÷àå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî øòðèõ ïðîñòî ïåðåíåñåí íà èíäåêñ ñ áóêâû,
ò. å. ci′ = c′i, ïðè ýòîì 1′ = 1, 2′ = 2 è ò. ä.

Íàïîìíèì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 2.1 Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà A è B. Îòîáðàæåíèå f :
A → B íàçûâàåòñÿ áèåêöèåé, åñëè îíî êàæäîìó ýëåìåíòó a ∈ A ñòà-
âèò â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííûé ýëåìåíò f(a) ∈ B, è êàæäîìó ýëå-
ìåíòó b ∈ B ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò a ∈ A, òàêîé,
÷òî f(a) = b.

Åñëè îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, òî îíî èìååò îáðàòíîå
îòîáðàæåíèå f−1 : B → A, îïðåäåëåííîå ôîðìóëàìè:

f(f−1(b)) = b, f−1(f(a)) = a.

Îïðåäåëåíèå 2.2 Ðàññìîòðèì ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà L è M . Ëè-
íåéíîå îòîáðàæåíèå A : L → M íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì èçîìîðôèç-
ìîì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
îáðàòíîå îòîáðàæåíèå òîæå ëèíåéíî.

3 Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî è âçàèìíûé áàçèñ
Ïóñòü L � m−ìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë R. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L∗ ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ f :
L → R íà ïðîñòðàíñòâå L. Ýòî ìíîæåñòâî òîæå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì
ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ôóíêöèîíàëîâ:

(f + g )(x) = f(x) + g (x), f, g ∈ L∗, x ∈ L

è óìíîæåíèÿ ôóíêöèîíàëà íà ÷èñëî:

(λf)(x) = λf(x), λ ∈ R.

Ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà L∗ íàçûâàþòñÿ êîâåêòîðàìè.
Çàäàäèì â ïðîñòðàíñòâå L áàçèñ e1, . . . , em, è ðàññìîòðèì ôóíêöèîíà-

ëû {e1, . . . , em} ⊂ L∗, çàäàííûå ñîîòíîøåíèÿìè:

ei(ej) = δi
j. (3.1)
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Çàäà÷à 3.1 Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèîíàëû, îïðåäåëåííûå ôîðìóëîé (3.1),
ëèíåéíî-íåçàâèñèìû.
Çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà ei íà ëþáîì âåêòîðå x = xkek îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

ei(x) = xkei(ek) = xkδi
k = xi. (3.2)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèîíàëû (ei) åäèíñòâåííûì îáðàçîì âîññòàíàâ-
ëèâàþòñÿ ïî äàííîìó áàçèñó (ei).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (3.2) âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé
ôóíêöèîíàë f è ðàññìîòðèì åãî çíà÷åíèå íà âåêòîðå x:

f(x) = xkf(ek) = f(ek)e
k(x).

Ýòî ðàâåíñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî ëþáîé ôóíêöèîíàë ðàñêëàäûâàåòñÿ â ëè-
íåéíóþ êîìáèíàöèþ ôóíêöèîíàëîâ ei ïî ôîðìóëå

f = fie
i, fi = f(ei).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèîíàëû ei îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå L∗. Ýòîò
áàçèñ íàçûâàåòñÿ âçàèìíûì ê áàçèñó (ei). Íàáîð ÷èñåë (fi) ÿâëÿåòñÿ êî-
îðäèíàòàìè ôóíêöèîíàëà f âî âçàèìíîì áàçèñå.

Êàê è â ñëó÷àå âåêòîðîâ, ïðè ñëîæåíèè ôóíêöèîíàëîâ èõ êîîðäèíàòû
ñêëàäûâàþòñÿ, à ïðè óìíîæåíèè ôóíêöèîíàëà íà ÷èñëî åãî êîîðäèíàòû
óìíîæàþòñÿ íà ýòî ÷èñëî.

4 Ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò âåêòîðîâ è ëèíåéíûõ
ôóíêöèîíàëîâ ïðè çàìåíå áàçèñà

Çàäàäèì â ïðîñòðàíñòâå L íîâûé áàçèñ e1′, . . . em′, ñâÿçàííûé ñî ñòàðûì
ïîñðåäñòâîì íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû C = (ci

i′):

ei′ = ci
i′ei, ei = ci′

i ei′, C−1 = (ci′
i ). (4.1)

Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëà CC−1 = E â êîîðäèíàòíîì âèäå çàïèñûâàåòñÿ
òàê:

ck
i′c

i′
i = δk

i . (4.2)
Ðàçëîæèì âåêòîð x ïî ñòàðîìó è íîâîìó áàçèñó:

x = xiei = xi′ei′.
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Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî âûðàæåíèå ôîðìóëó ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðîâ áàçèñà,
ïîëó÷àåì:

xiei = xi′ck
i′ek.

Ïðèðàâíèâàÿ â ïîñëåäíåé ôîðìóëå êîýôôèöèåíòû ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ
áàçèñíûõ âåêòîðàõ, íàõîäèì:

xk = ck
i′x

i′. (4.3)

Òàêîé çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò íàçûâàåòñÿ êîíòðàâàðèàíòíûì.
Òåïåðü ðàññìîòðèì çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò â ñîïðÿæåííîì

ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü e1′, . . . , em′ � âçàèìíûé ê (ei′) áàçèñ:

ei′(ej′) = δi′
j′. (4.4)

Î÷åâèäíî,
ei′ = di′

ke
k, (4.5)

ãäå (di′
k) � êîìïîíåíòû íåêîòîðîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû. Ïîäñòàâëÿÿ

ôîðìóëû (4.5), (4.1) â (4.4), ïîëó÷àåì:

ei′(ej′) = di′
ke

k(cl
j′el) = di′

kc
l
j′e

k(el) = di′
kc

l
j′δ

k
l = di′

l c
l
j′ = δi′

j′.

Îòêóäà íàõîäèì di′
l = cj′

l δi′
j′ = ci′

l . Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (4.5) ïðèîá-
ðåòàåò âèä:

ei′ = ci′
i e

i, ei = ci
i′e

i′. (4.6)
Âûâåäåì çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà ïðè
çàìåíå áàçèñà. Ðàçëîæèì ôóíêöèîíàë f ∈ L∗ ïî ñòàðîìó è íîâîìó áàçè-
ñó:

f = fie
i = fi′e

i′.

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî âûðàæåíèå ôîðìóëó ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðîâ áàçèñà,
ïîëó÷èì:

fie
i = fk′c

k′
l el.

Ïðèðàâíèâàÿ â ïîñëåäíåé ôîðìóëå êîýôôèöèåíòû ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ
áàçèñíûõ âåêòîðàõ, íàõîäèì:

fi = ck′
i fk′. (4.7)

Òàêîé çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò íàçûâàåòñÿ êîâàðèàíòíûì.
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Çàäà÷à 4.1 Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë f = fie
i ∈ L∗ è âåêòîð x = xiei ∈

L. Äîêàæèòå, ÷òî f(x) = fix
i.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî âñÿêèé âåêòîð x èç L ìîæíî òðàêòîâàòü
êàê ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå L∗, òî åñòü êàê ýëåìåíò ïðî-
ñòðàíñòâà L∗∗, çíà÷åíèå êîòîðîãî íà ýëåìåíòå f ∈ L∗ ðàâíî f(x).
Çàäà÷à 4.2 Äîêàæèòå, ÷òî îïèñàííîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåìåí-
òàìè ïðîñòðàíñòâ L è L∗∗ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì (òî åñòü íåçàâè-
ñèìûì îò ñèñòåì êîîðäèíàò) ëèíåéíûì èçîìîðôèçìîì.
Ïî ñóùåñòâó, ýòî äåëàåò ïðîñòðàíñòâà L è L∗∗ íåðàçëè÷èìûìè!

5 Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå
Ðàññìîòðèì ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà M è N ðàçìåðíîñòåé m è n ñîîò-
âåòñòâåííî.
Îïðåäåëåíèå 5.1 Òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì ïðîñòðàíñòâ M è N (îáî-
çíà÷àåòñÿ M ⊗N) íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî áèëèíåéíûõ (ò.å. ëèíåé-
íûõ ïî êàæäîìó àðãóìåíòó) ôóíêöèîíàëîâ f : M ∗ ×N ∗ → R.
Âîîáùå, ôóíêöèîíàë, îïðåäåëåííûé íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè íåñêîëü-
êèõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ è ÿâëÿþùèéñÿ ëèíåéíûì ïî êàæäîìó àðãó-
ìåíòó ïðè ôèêñèðîâàííûõ îñòàëüíûõ, íàçûâàåòñÿ ïîëèëèíåéíûì.
Îïðåäåëåíèå 5.2 Òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì ýëåìåíòîâ x ∈ M è y ∈
N (îáîçíà÷àåòñÿ x⊗y) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàë g ∈ M⊗N , îïðåäåëåí-
íûé ðàâåíñòâîì:

g (u, v) = u(x)v(y), u ∈ M ∗, v ∈ N ∗.

Îòìåòèì, ÷òî (λx)⊗ y = x⊗ (λy) = λ(x⊗ y) è
(x + z)⊗ y = x⊗ y + z ⊗ y, x⊗ (y + t) = x⊗ y + x⊗ t,

íî x⊗ y 6= y ⊗ x.

Ïóñòü a1, . . . , am � áàçèñ â M , à b1, . . . , bn � áàçèñ â N .
Òåîðåìà 1 Íàáîð ýëåìåíòîâ

ai ⊗ bj, i = 1, . . . m, j = 1, . . . , n (5.1)
ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â M ⊗N .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ëþáîé ôóíêöèîíàë f ∈ M⊗N ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé óêàçàííûõ ýëåìåíòîâ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç (ai) áàçèñ ïðîñòðàíñòâà M ∗, âçàèìíûé ê áàçèñó (ai),
à ÷åðåç (bk) � áàçèñ â N ∗, âçàèìíûé ê (bk).

Òîãäà åñëè u = uia
i ∈ M ∗, à v = vjb

j ∈ N ∗, òî â ñèëó áèëèíåéíîñòè f
èìååì:

f(u, v) = f(uia
i, vjb

j) = uivjf(ai, bj). (5.2)
Ââèäó âçàèìíîñòè áàçèñîâ ui = u(ai) è vj = v(bj). Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ôîð-
ìóëû â (5.2), ïîëó÷àåì:

f = f i,jai ⊗ bj, f i,j = f(ai, bj). (5.3)

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíòû ai⊗bj ëèíåéíî-íåçàâèñèìû â M⊗N .
Ïîëîæèì

h = λi,jai ⊗ bj ∈ M ⊗N

è ïîêàæåì, ÷òî åñëè h = 0, òî âñå ÷èñëà λi,j òîæå ðàâíû íóëþ. Äåéñòâè-
òåëüíî, â ñèëó âçàèìíîñòè áàçèñîâ èìååì

h(ak, bl) = λk,l = 0, k = 1, . . . , m, l = 1, . . . , n.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 5.1 Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà M ⊗N ðàâíà mn.
×èñëà f i,j â ôîðìóëå (5.3) ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè ýëåìåíòà f â

áàçèñå (ai ⊗ bj).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V l-ìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì v1, . . . , vl.
Ïðîñòðàíñòâà (M ⊗ N) ⊗ V è M ⊗ (N ⊗ V ) ðàçëè÷íû, íî ìåæäó íè-
ìè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Êàæäîìó ýëåìåíòó g = g i,j,k(ai ⊗ bj) ⊗ vk ∈ (M ⊗ N) ⊗ V ñòàâèòñÿ â
ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò g̃ = g i,j,kai ⊗ (bj ⊗ vk) ∈ M ⊗ (N ⊗ V ).

Çàäà÷à 5.1 Äîêàæèòå, ÷òî ïîñòðîåííîå ñîîòâåòñòâèå äåéñòâèòåëü-
íî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì èçîìîðôèçìîì è íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñîâ
â ïðîñòðàíñòâàõ M, N, V .

Â ñìûñëå ýòîãî èçîìîðôèçìà òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿ-
åòñÿ àññîöèàòèâíîé îïåðàöèåé: (M ⊗N)⊗ V ' M ⊗ (N ⊗ V ).
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Çàäà÷à 5.2 Ïóñòü u ∈ M, v ∈ N, w ∈ V . Äîêàæèòå, ÷òî ïðè
äàííîì èçîìîðôèçìå ýëåìåíòó (u ⊗ v) ⊗ w ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíò
u⊗ (v ⊗ w).

Îòìåòèì åùå îäèí èçîìîðôèçì.
Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî M ⊗N ⊗ V êàê ïðîñòðàíñòâî òðèëèíåéíûõ

îòîáðàæåíèé
h : M ∗ ×N ∗ × V ∗ → R.

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñàì
x = xia

i, y = yjb
j, z = zkv

k

íàéäåì
h(x, y, z) = xiyjzkh

i,j,k, hi,j,k = h(ai, bj, vk).

Îñíîâûâàÿñü íà ýòîé ôîðìóëå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî áàçèñîì â ïðî-
ñòðàíñòâå M ⊗N ⊗ V ÿâëÿåòñÿ íàáîð òðèëèíåéíûõ ôîðì

ai ⊗ bj ⊗ vk,

êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
(ai ⊗ bj ⊗ vk)(x, y, z) = x(ai)y(bj)z(vk) = xiyjvk.

Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå h 7→ hi,j,k(ai ⊗ bj) ⊗ vk ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì
ïðîñòðàíñòâ M ⊗N ⊗ V è (M ⊗N)⊗ V , è ýòîò èçîìîðôèçì íå çàâèñèò
îò âûáîðà áàçèñîâ â M, N, V.

Â çàêëþ÷åíèå ïîëó÷èì
M ⊗N ⊗ V ' (M ⊗N)⊗ V ' M ⊗ (N ⊗ V ).

Ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè M⊗N è N⊗M òîæå ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì,
íåçàâèñÿùèé îò âûáîðà áàçèñîâ â M è N . Ýòîò èçîìîðôèçì ñòðîèòñÿ
àíàëîãè÷íî: ýëåìåíòó g = g i,jai⊗bj ∈ M⊗N ìû ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå
ýëåìåíò g̃ = g i,jbj ⊗ ai ∈ N ⊗M.

Ïðè ýòîì èçîìîðôèçìå ýëåìåíòó u ⊗ v ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíò v ⊗
u. Òàêèì îáðàçîì, òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ êîììóòàòèâíî
ñ òî÷íîñòüþ äî åñòåñòâåííîãî èçîìîðôèçìà: M ⊗N ' N ⊗M .

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî åñëè x = xiai ∈ M è y = yjbj ∈ N ,
òî â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîéñòâàìè òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñïðàâåäëèâà
ôîðìóëà:

x⊗ y = xiyjai ⊗ bj,

ò. å. ÷èñëà (xiyj) ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè òåíçîðà x⊗ y â áàçèñå (5.1).
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6 Òåíçîðû â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå
Âåðíåìñÿ ê m-ìåðíîìó ëèíåéíîìó ïðîñòðàíñòâó L. Ïóñòü, êàê è âûøå,
e1, . . . , em è e1, . . . , em � âçàèìíûå áàçèñû â ïðîñòðàíñòâàõ L è L∗ ñîîò-
âåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 6.1 Åñëè çàäàí ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà

T (p, q, L) = L⊗ . . .⊗ L︸ ︷︷ ︸
p ñîìíîæèòåëåé

⊗ L∗ ⊗ . . .⊗ L∗︸ ︷︷ ︸
q ñîìíîæèòåëåé

,

òî ãîâîðÿò, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâå L îïðåäåëåí p ðàç êîíòðàâàðèàíò-
íûé è q ðàç êîâàðèàíòíûé òåíçîð, ÷èñëî p + q íàçûâàåòñÿ âàëåíò-
íîñòüþ òåíçîðà. Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî T (0, 0, L) = R �
ïðîñòðàíñòâî ñêàëÿðîâ.

Â ñèëó òåîðåìû 1 íàáîð ýëåìåíòîâ

(ei1 ⊗ . . .⊗ eip ⊗ ej1 ⊗ . . .⊗ ejq) (6.1)

ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â T (p, q, L). Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà T (p, q, L) ðàâíà
mp+q.

Âñÿêèé òåíçîð t ∈ T (p, q, L) ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ýòîìó áàçèñó:

t = t
i1,...,ip
j1,...,jq

ei1 ⊗ . . .⊗ eip ⊗ ej1 ⊗ . . .⊗ ejq . (6.2)

Òàê êàê âçàèìíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L∗ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí áàçèñîì
â ïðîñòðàíñòâå L, òî êîîðäèíàòû (t

i1,...,ip
j1,...,jq

) çàâèñÿò òîëüêî îò áàçèñà â L.
Ïîäñòàâèì â ôîðìóëó (6.2) âûðàæåíèÿ (4.1) è (4.6):

t = t
i1,...,ip
j1,...,jq

c
i′1
i1

. . . c
i′p
ip
cj1
j′1

. . . c
jq

j′q
ei′1 ⊗ . . .⊗ ei′p ⊗ ej′1 ⊗ . . .⊗ ej′q .

Òàêèì îáðàçîì, â íîâîì áàçèñå (ei′1⊗ . . .⊗ei′p⊗ej′1⊗ . . .⊗ej′q) êîîðäèíàòû
òåíçîðà t èìåþò âèä:

t
i′1,...,i

′
p

j′1,...,j′q
= c

i′1
i1

. . . c
i′p
ip
cj1
j′1

. . . c
jq

j′q
t
i1,...,ip
j1,...,jq

. (6.3)

Äëÿ ïðèëîæåíèé áûâàåò ïîëåçíî ñëåäóþùåå ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå
òåíçîðà.
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Îïðåäåëåíèå 6.2 Ïðåäïîëîæèì, âî âñåõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò ïðîñòðàí-
ñòâà L çàäàíû íàáîðû ÷èñåë (t

i1,...,ip
j1,...,jq

), êîòîðûå ñâÿçàíû ôîðìóëàìè (6.3).
Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâå L îïðåäåëåí p ðàç êîíòðàâàðèàíò-
íûé è q ðàç êîâàðèàíòíûé òåíçîð, èëè êîðîòêî � òåíçîð òèïà (p, q).

Èñïîëüçóÿ ýòî îïðåäåëåíèå, ðàññìîòðèì òåíçîðíûå îïåðàöèè. Êàê óæå
îòìå÷àëîñü, òåíçîðû îäíîãî òèïà îáðàçóþò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Ýòî
çíà÷èò, ÷òî åñëè èìåþòñÿ òåíçîðû ñ êîìïîíåíòàìè (t

i1,...,ip
j1,...,jq

), (d
i1,...,ip
j1,...,jq

) ∈
T (p, q, L) òî íàáîðû ÷èñåë (t

i1,...,ip
j1,...,jq

+ d
i1,...,ip
j1,...,jq

) è (λt
i1,...,ip
j1,...,jq

), λ ∈ R òàêæå
ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè òåíçîðà èç T (p, q, L).

Òåîðåìà 2 Ïóñòü äàí òåíçîð t = (t
i1,...,ip
j1,...,jq

) ∈ T (p, q, L). Òîãäà íàáîðû
÷èñåë (t

i1,...,ir+1,ir,...,ip
j1,...jq

) è (t
i1,...,ip
j1,...,jl+1,jl,...,jq

) çàäàþò òåíçîðû ïðîñòðàíñòâà
T (p, q, L).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî íàáîð ÷èñåë d
i1,...,ip
j1,...,jq

= t
i1,...,ir+1,ir,...,ip
j1,...jq

ïðå-
îáðàçóåòñÿ ïî òåíçîðíîìó çàêîíó. Äåéñòâèòåëüíî, â íîâîé ñèñòåìå êîîð-
äèíàò èìååì:

t
i′1,...,i

′
r+1,i

′
r,...,i

′
p

j′1,...j′q
= c

i′1
i1

. . . c
i′r+1

ir+1
c
i′r
ir

. . . c
i′p
ip
cj1
j′1

. . . c
jq

j′q
t
i1,...,ir+1,ir,...,ip
j1,...jq

.

Íî ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî

d
i′1,...,i

′
p

j′1,...,j′q
= c

i′1
i1

. . . c
i′p
ip
cj1
j′1

. . . c
jq

j′q
d

i1,...,ip
j1,...,jq

.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 6.1 Ñâîéñòâî òåíçîðà (t
i1,...,ip
j1,...,jq

) áûòü ñèììåòðè÷íûì ïî ïà-
ðå âåðõíèõ èíäåêñîâ: t

i1,...,ir+1,ir,...,ip
j1,...jq

= t
i1,...,ir,ir+1,...,ip
j1,...jq

èëè êîñîñèììåòðè÷-
íûì: t

i1,...,ir+1,ir,...,ip
j1,...jq

= −t
i1,...,ir,ir+1,...,ip
j1,...jq

ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì, ò. å. åñëè
ýòî ñâîéñòâî âûïîëíåíî äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà â îäíîé ñèñòåìå êîîð-
äèíàò, òî îíî âûïîëíÿåòñÿ è âî âñåõ îñòàëüíûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò.

Òî æå êàñàåòñÿ è ñèììåòðèè ïî íèæíèì èíäåêñàì.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì òåíçîð (t
i1,...,ip
j1,...,jq

) ñèììåòðè÷åí. Òîãäà òåíçîð
ñ êîìïîíåíòàìè (t

i1,...,ir+1,ir,...,ip
j1,...jq

− t
i1,...,ir,ir+1,...,ip
j1,...jq

) ðàâåí íóëþ, íî ñâîéñòâî
òåíçîðà áûòü íóëåâûì íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò. Àíàëî-
ãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ èíâàðèàíòíîñòü êîñîé ñèììåòðèè.
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Òåîðåìà 3 Ïóñòü äàí òåíçîð t = (t
i1,...,ip
j1,...,jq

) ∈ T (p, q, L). Òîãäà íàáîð
÷èñåë

(t
i1,...,ir−1,k,ir+1,...,ip
j1,...,jl−1,k,jl+1,...,jq

)

ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì ïðîñòðàíñòâà T (p− 1, q − 1, L).
Ýòîò òåíçîð íàçûâàåòñÿ ñâåðòêîé òåíçîðà t ïî èíäåêñàì ir, jl.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (4.2), ïðîâåðèì, ÷òî óêàçàííûé

íàáîð ÷èñåë ïðåîáðàçóåòñÿ ïî òåíçîðíîìó çàêîíó:

t
i′1,...,i

′
r−1,k,i′r+1,...,i

′
p

j′1,...,j
′
l−1,k,j′l+1,...,j

′
q
= c

i′1
i1

. . . c
i′r−1

ir−1
ck
sc

i′r+1

ir+1
. . . c

i′p
ip

· cj1
j′1

. . . c
jl−1

j′l−1
cn
kc

jl+1

j′l+1
. . . c

jq

j′q
t
i1,...,ir−1,s,ir+1,...,ip
j1,...,jl−1,n,jl+1,...,jq

= c
i′1
i1

. . . c
i′r−1

ir−1
c
i′r+1

ir+1
. . . c

i′p
ip

· cj1
j′1

. . . c
jl−1

j′l−1
c
jl+1

j′l+1
. . . c

jq

j′q
t
i1,...,ir−1,s,ir+1,...,ip
j1,...,jl−1,s,jl+1,...,jq

.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 4 Ðàññìîòðèì òåíçîðû

t = (t
i1,...,ip
j1,...,jq

) ∈ T (p, q, L), d = (dl1,...,lr
n1,...,ns

) ∈ T (r, s, L).

×èñëà

v
i1,...,ip,l1,...,lr
j1,...,jq,n1,...,ns

= t
i1,...,ip
j1,...,jq

dl1,...,lr
n1,...,ns

ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè òåíçîðà ïðîñòðàíñòâà T (p + r, q + s, L).
Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4 òåíçîð v = (v

i1,...,ip,l1,...,lr
j1,...,jq,n1,...,ns

) íàçûâàåòñÿ òåíçîðíûì
ïðîèçâåäåíèåì òåíçîðîâ t è d è îáîçíà÷àåòñÿ v = t⊗ d.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî òàêîå îïðåäåëåíèå òåíçîðíîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ïðîñòðàíñòâ ñîâïàäàåò ñ ðàíåå
ââåäåííûì.

Äåëî â òîì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 5.2 òåíçîð v ÿâëÿåòñÿ
ýëåìåíòîì ïðîñòðàíñòâà T (p, q, L)⊗ T (r, s, L), îäíàêî ìû îòíîñèì êîîð-
äèíàòû ýòîãî òåíçîðà ê áàçèñó ïðîñòðàíñòâà T (p + r, q + s, L). Ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî òàêîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâ
T (p, q, L) ⊗ T (r, s, L) è T (p + r, q + s, L) è íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà
ïðîñòðàíñòâà L.
Çàäà÷à 6.1 Äîêàæèòå òåîðåìó 4, èñõîäÿ èç ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäè-
íàò.
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7 Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð: ïîäíÿòèå è îïóñêàíèå èíäåê-
ñîâ

Îïðåäåëåíèå 7.1 Ñèììåòðè÷åñêèé òåíçîð g = (gi,j) ∈ T (0, 2, L) íà-
çûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì ïðîñòðàíñòâà L, èëè ìåòðèêîé, åñ-
ëè îí íåâûðîæäåí, ò. å. åñëè èç ðàâåíñòâà

gi,ja
iaj = 0

ñëåäóåò, ÷òî ai = 0, i = 1, . . . ,m, è íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí: äëÿ
ëþáîãî âåêòîðà (ai) âåðíî íåðàâåíñòâî

gi,ja
iaj ≥ 0.

Ìàòðèöà G = (gi,j) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé Ãðàììà. Â ñèëó ñèììåòðè÷-
íîñòè è íåâûðîæäåííîñòè òåíçîðà g , ìàòðèöà G ñèììåòðè÷íà è íåâû-
ðîæäåíà. ×åðåç (g i,j) îáîçíà÷èì êîìïîíåíòû ìàòðèöû G−1, òàê, ÷òî
gi,jg

i,k = δk
j .

Åñëè íà ìåòðèêó íå íàëîæåíî óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåí-
íîñòè, òî òàêàÿ ìåòðèêà íàçûâàåòñÿ èíäåôåíèòíîé. Âñå äàëüíåéøèå ïî-
ñòðîåíèÿ îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àþ èíäåôåíèòíîé ìåòðèêè.

Çàäà÷à 7.1 Äîêàæèòå, ÷òî ñâîéñòâà ìåòðèêè áûòü íåîòðèöàòåëü-
íî îïðåäåëåííîé è íåâûðîæäåííîé íå çàâèñÿò îò âûáîðà ñèñòåìû êî-
îðäèíàò â L.

Äîêàæèòå, ÷òî íàáîð ÷èñåë (g i,j) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì òåí-
çîðîì ïðîñòðàíñòâà T (2, 0, L).

Åñëè â ïðîñòðàíñòâå L îïðåäåëåíà ìåòðèêà, òî ñ åå ïîìîùüþ ìû ìîæåì
ñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå òåíçîðàì ñ êîâàðèàíòíûìè êîìïîíåíòàìè òåíçî-
ðû ñ êîíòðàâàðèàíòíûìè êîìïîíåíòàìè è íàîáîðîò.

Íàïðèìåð, òåíçîðó d = (di,j
l,k) ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå òåíçîð

dj
s,l,k = di,j

l,kgi,s. Ýòà îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ îïóñêàíèåì èíäåêñà ó òåíçî-
ðà d. Àíàëîãè÷íî, òåíçîð dr,i,j

k = di,j
l,kg

l,r ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïîäíÿòèÿ
èíäåêñà ó òåíçîðà d.

Îäíàêî, íàäî îãîâàðèâàòü îòäåëüíî, êàêîé ïî ïîðÿäêó èíäåêñ ìû ïîä-
íèìàåì èëè îïóñêàåì: òåíçîðû (di,j

l,kg
l,r) è (di,j

l,kg
k,r), âîîáùå ãîâîðÿ, ðàç-

ëè÷íû.
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8 Êîñîñèììåòðè÷åñêèå ôîðìû
Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ áèåêöèþ ìíîæåñòâà ÷èñåë {1, . . . , n}:

σ =

(
1 . . . n

σ(1) . . . σ(n)

)
,

êîòîðàÿ ÷èñëó j ∈ {1, . . . , n} âçàèìíîîäíîçíà÷íî ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå
÷èñëî σ(j) ∈ {1, . . . , n}.

Áèåêöèè ìíîæåñòâà èç n ýëåìåíòîâ íàçûâàþòñÿ ïåðåñòàíîâêàìè. Ìíî-
æåñòâî ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë {1, . . . , n} îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Sn.

Êàê èçâåñòíî èç êîìáèíàòîðèêè, Sn ñîñòîèò èç n! ýëåìåíòîâ:

#Sn = n!.

×åòíîñòüþ ïåðåñòàíîâêè íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

sgn(σ) =
∏

1≤i<j≤n

σ(i)− σ(j)

i− j
∈ {−1, 1}.

×åòíîñòü êîìïîçèöèè ïåðåñòàíîâîê σ, τ ∈ Sn íàõîäèòñÿ ïî ñëåäóþùåé
ôîðìóëå:

sgn(στ) = sgn(σ)sgn(τ).

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî

sgn(σ) = sgn(σ−1). (8.1)

Ïóñòü, êàê îáû÷íî, m � ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L. Íà-
ïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî T (0, k, L) ñîñòîèò èç ïîëèëèíåéíûõ îòîáðà-
æåíèé âèäà

f : L× . . .× L︸ ︷︷ ︸
k ñîìíîæèòåëåé

→ R.

Îïðåäåëåíèå 8.1 Òåíçîð f ∈ T (0, k, L) íàçûâàåòñÿ êîñîñèììåòðè÷å-
ñêèì, åñëè äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè σ ∈ Sk âåðíà ôîðìóëà f(u1, . . . , uk) =
sgn(σ)f(uσ(1), . . . , uσ(k)). Òàêèå òåíçîðû ìû áóäåì íàçûâàòü k−ôîðìàìè.
×èñëî k íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ôîðìû.

Ïðîñòðàíñòâî k-ôîðì îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Λk(L).
Â ÷àñòíîñòè, Λ1(L) = L∗.

Èòàê, ïðîñòðàíñòâî Λk(L) ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â T (0, k, L).
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Çàäà÷à 8.1 Äîêàæèòå, ÷òî åñëè k > m, òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàí-
ñòâà Λk(L) ðàâíà íóëþ, à åñëè k = m, òî � åäèíèöå.

Îïðåäåëåíèå 8.2 Ïóñòü f(u1, . . . , uk) ∈ Λk(L) è g (v1, . . . , vl) ∈ Λl(L).
Âíåøíèì ïðîèçâåäåíèåì òåíçîðîâ f è g (îáîçíà÷àåòñÿ f ∧ g ) íàçûâà-
åòñÿ ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà T (0, k + l, L), îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé:

(f ∧ g )(u1, . . . , uk+l)

=
1

k!l!

∑

σ∈Sk+l

sgn(σ)f(uσ(1), . . . , uσ(k))g (uσ(k+1), . . . , uσ(k+l)).

Êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ, f ∧ g ∈ Λk+l(L). Êðîìå òîãî îïåðàöèÿ
âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ áèëèíåéíà.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åñëè f, g , h ∈ Λ1(L) òî

(f ∧ g ) ∧ h = f ∧ (g ∧ h). (8.2)

Ýòî ñâîéñòâî âíåøíåãî óìíîæåíèÿ íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíîñòüþ. Íèæå
ìû äîêàæåì, ÷òî îíî ñïðàâåäëèâî äëÿ ôîðì ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé.

Çàäà÷à 8.2 Äîêàæèòå, ÷òî

f ∧ g = (−1)klg ∧ f.

Ïóñòü e1, . . . , em � áàçèñ â L∗. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

ei1 ∧ . . . ∧ eik(u1, . . . , uk) =
∑

σ∈Sk

sgn(σ)ei1(uσ(1)) . . . eik(uσ(k)).

Êîððåêòíîñòü òàêîãî îïðåäåëåíèÿ îáîñíîâûâàåòñÿ ëåììîé 8.1 (ñì. íèæå).

Çàäà÷à 8.3 Âûâåäèòå, èñïîëüçóÿ (8.1), ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

ei1 ∧ . . . ∧ eik =
∑

σ∈Sk

sgn(σ)eiσ(1) ⊗ . . .⊗ eiσ(k), (8.3)

è ïîêàæèòå, ÷òî
ei1 ∧ . . . ∧ eik ∈ Λk(L).

Ëåììà 8.1 Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

(ei1 ∧ . . . ∧ eil−1) ∧ (eil ∧ . . . ∧ eik) = ei1 ∧ . . . ∧ eik. (8.4)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ′k ⊂ Sk � ìíîæåñòâî ïåðåñòàíî-
âîê, îñòàâëÿþùèõ íà ìåñòå âñå ýëåìåíòû, íà÷èíàÿ ñ l. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
S ′′k ⊂ Sk � ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê, îñòàâëÿþùèõ íà ìåñòå ïåðâûå l − 1
ýëåìåíòîâ. Î÷åâèäíî,

#S ′k = (l − 1)!, #S ′′k = (k − l + 1)!.

Èñïîëüçóÿ ýòè ôîðìóëû, à òàêæå ôîðìóëó (8.3), äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íà-
áîðà âåêòîðîâ u1, . . . , uk ∈ L íàéäåì:

(ei1 ∧ . . . ∧ eil−1) ∧ (eil ∧ . . . ∧ eik)(u1, . . . , uk)

=
1

(k − l + 1)!(l − 1)!

∑

ξ∈Sk

sgn(ξ)
∑

σ∈S′k

sgn(σ)
∑

τ∈S′′k

sgn(τ)

· eiσ(1) ⊗ . . .⊗ eiσ(l−1) ⊗ eiτ(l) ⊗ . . .⊗ eiτ(k)(uξ(1), . . . , uξ(k))

=
1

(k − l + 1)!(l − 1)!

∑

ξ∈Sk

sgn(ξ)
∑

σ∈S′k

sgn(σ)
∑

τ∈S′′k

sgn(τ)

· eiξσ(1) ⊗ . . .⊗ eiξσ(l−1) ⊗ eiξτ(l) ⊗ . . .⊗ eiξτ(k)(u1, . . . , uk)

=
1

(k − l + 1)!(l − 1)!

∑

σ∈S′k

∑

τ∈S′′k

∑

ξ∈Sk

sgn(ξτσ)

· eiξτσ(1) ⊗ . . .⊗ eiξτσ(k) = ei1 ∧ . . . ∧ eik(u1, . . . , uk).

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëîé

sgn(ξτσ) = sgn(ξ)sgn(σ)sgn(τ)

è òåì, ÷òî τσ(j) = σ(j), åñëè j ≤ l − 1, è τσ(j) = τ(j), åñëè j ≥ l.
Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 5 Íàáîð ýëåìåíòîâ

ei1 ∧ . . . ∧ eik, i1 < . . . < ik (8.5)

ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà Λk(L).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òåíçîð

f = fi1,...,ike
i1 ⊗ . . .⊗ eik ∈ Λk(L).
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Ïî ôîðìóëå (5.3) èìååì fi1,...,ik = f(ei1, . . . , eik), è ñëåäîâàòåëüíî fi1,...,ik =
sgn(σ)fiσ(1),...,iσ(k)

, σ ∈ Sk. Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (8.3), ïî-
ëó÷àåì:

f = fi1,...,ike
i1 ⊗ . . .⊗ eik =

∑
1≤i1<...<ik≤m

fi1,...,ik

∑

σ∈Sk

sgn(σ)eiσ(1) ⊗ . . .⊗ eiσ(k)

=
∑

1≤i1<...<ik≤m

fi1,...,ike
i1 ∧ . . . ∧ eik.

Èòàê, âñÿêèé òåíçîð f ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé òåíçîðîâ (8.5).
Ïîêàæåì, ÷òî ýëåìåíòû (8.5) ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ðàññìîòðèì ëè-

íåéíóþ êîìáèíàöèþ:

h =
∑

1≤i1<...<ik≤m

λi1,...,ike
i1 ∧ . . . ∧ eik

è ïîêàæåì, ÷òî åñëè h = 0 òî λi1,...,ik = 0. Äåéñòâèòåëüíî, h(ej1, . . . , ejk
) =

λj1,...,jk
= 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 8.1 Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Λk(L) ðàâíà
m!

k!(m− k)!
.

Òåïåðü, ìû ìîæåì äîêàçàòü àññîöèàòèâíîñòü âíåøíåãî óìíîæåíèÿ â îá-
ùåì âèäå. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó áèëèíåéíîñòè ýòîé îïåðàöèè è òåîðåìû
5, íàì äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ôîðìóëà (8.2) âåðíà äëÿ îäíî÷ëåíîâ

f = ei1 ∧ . . . ∧ eip, g = ej1 ∧ . . . ∧ ejq , h = el1 ∧ . . . ∧ elr .

Íî ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, âûòåêàåò èç ôîðìóëû (8.4).

Çàäà÷à 8.4 Ïóñòü e1, . . . , em è e1, . . . , em � âçàèìíûå áàçèñû â L è L∗

ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå L âåêòîðû: uj = ui
jei, j =

1, . . . , m. ×åðåç U îáîçíà÷èì ìàòðèöó ñ êîìïîíåíòàìè ui
j.

Ïîêàæèòå, ÷òî

(e1 ∧ . . . ∧ em)(u1, . . . , um) = det U.
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×àñòü II
Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå
òåíçîðîâ
9 Ïîíÿòèå m-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè
Ðàññìîòðèì àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî Rn, ñîñòîÿùåå èç òî÷åê ñ êîîðäè-
íàòàìè (a1, . . . , an), aj ∈ R. Óäîáíî òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà
çàäàíà ñâîèì ðàäèóñ-âåêòîðîì r = (a1, . . . , an).

Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå Rn äâèæåòñÿ òî÷êà. Ýòî çíà÷èò,
÷òî åå ðàäèóñ-âåêòîð çàâèñèò îò âðåìåíè:

r(t) = (a1(t), . . . , an(t)). (9.1)

Â ýòîì ñëó÷àå âåêòîð-ôóíêöèÿ (9.1) çàäàåò êðèâóþ â ïðîñòðàíñòâå Rn,
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé òî÷êè. Êàæäîìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà t

ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà êðèâîé ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì r(t).
Âåêòîð

e(t) = v(t) =
dr(t)

dt
=

(da1(t)

dt
, . . . ,

dan(t)

dt

)

çàäàåò ñêîðîñòü òî÷êè â ìîìåíò âðåìåíè t è êàñàåòñÿ êðèâîé.
Î÷åâèäíî, åñëè ñêîðîñòü òî÷êè íå îáðàùàåòñÿ â íîëü, òî åå òðàåêòîðèÿ

áóäåò ãëàäêîé, ò. å. íå áóäåò èìåòü èçëîìîâ.
Êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì îäíîìåðíîé ïîâåðõíîñòè â Rn. Îáîáùàÿ

ýòîò ïðèìåð, ââåäåì îïðåäåëåíèå ïîâåðõíîñòè.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç B åäèíè÷íûé øàð ïðîñòðàíñòâà Rm, m ≤ n:

B =
{

x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm | |x|2 =
m∑

i=1

(xi)2 < 1
}

.

Îïðåäåëåíèå 9.1 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíà âåêòîð-ôóíêöèÿ

r(x) ∈ Rn, x ∈ B. (9.2)

Òîãäà ìíîæåñòâî òî÷åê M = {r(x) | x ∈ B} íàçûâàåòñÿ m−ìåðíîé
ïîâåðõíîñòüþ â ïðîñòðàíñòâå Rn, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) Îòîáðàæåíèå r : B → M âçàèìíîîäíîçíà÷íî,
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2) Âåêòîðû ej(x) = ∂r(x)
∂xj , j = 1, . . . , m ëèíåéíî-íåçàâèñèìû ïðè

âñåõ x ∈ B. Îíè íàçûâàþòñÿ áàçèñíûìè âåêòîðàìè íà ïîâåðõíîñòè.
×èñëà x = (x1, . . . , xm) íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè òî÷êè ïîâåðõíî-

ñòè ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì r(x).
Ïðîñòðàíñòâî Rn íàçûâàåòñÿ îáúåìëþùèì ïðîñòðàíñòâîì.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü êîîðäèíàòû òî÷êè ïîâåðõíîñòè
ñ ñàìîé òî÷êîé è ïèñàòü x = (x1, . . . , xm) ∈ M , êðîìå òîãî, òàì, ãäå
ýòî íå ïðèâîäèò ê íåäîðàçóìåíèÿì, ìû îïóñêàåì àðãóìåíòû ôóíêöèé è
ïèøåì ej âìåñòî ej(x).

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Çàäàäèì â ïðîñòðàíñòâå R3 äâóìåðíóþ ïîâåðõ-
íîñòü ðàäèóñ-âåêòîðîì

r(x1, x2) = (2x1, x2, 1− (x1)2 − 3(x2)2), (x1)2 + (x2)2 < 1. (9.3)
Çäåñü e1 = (2, 0,−2x1), e2 = (0, 1,−6x2). Î÷åâèäíî, ýòà ïîâåðõíîñòü
ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëîèäîì.

Âåðíåìñÿ ê îáùåìó ñëó÷àþ. Åñëè ó ðàäèóñ-âåêòîðà (9.2) çàôèêñèðî-
âàòü âñå àðãóìåíòû, êðîìå xi, òî ïîëó÷èòñÿ ðàäèóñ-âåêòîð, çàâèñÿùèé
îò îäíîãî àðãóìåíòà. Ýòîò ðàäèóñ-âåêòîð çàäàåò êðèâóþ íà ïîâåðõíîñòè
M , êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ i-îé êîîðäèíàòíîé ëèíèåé. Ïðèäàâàÿ ðàçëè÷íûå
çíà÷åíèÿ çàôèêñèðîâàííûì êîîðäèíàòàì, ìû ïîëó÷èì ñåìåéñòâî i-õ êî-
îðäèíàòíûõ ëèíèé.

Âåêòîð ei ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ê i-îé êîîðäèíàòíîé ëèíèè.
Ìåíÿÿ â ýòîé êîíñòðóêöèè èíäåêñ i îò 1 äî m, ìû ïîêðûâàåì ïîâåðõ-

íîñòü M êîîðäèíàòíîé ñåòêîé.
Îïðåäåëåíèå 9.2 Ïóñòü x̂ ∈ M . Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì
ei(x̂), i = 1, . . . , m íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ê ïî-
âåðõíîñòè M â òî÷êå x̂ è îáîçíà÷àåòñÿ Tx̂M.

Ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå ñ Tx̂M , íàçûâàåòñÿ êîêàñàòåëüíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì â òî÷êå x̂ è îáîçíà÷àåòñÿ T ∗

x̂M .
Èç îïðåäåëåíèÿ ïîâåðõíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ðàçìåðíîñòü êàñàòåëüíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà âî âñåõ òî÷êàõ ðàâíà m.

Ãåîìåòðè÷åñêè ïðîñòðàíñòâî Tx̂M ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé m−ìåðíóþ ïëîñ-
êîñòü, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ ïîâåðõíîñòè M â òî÷êå x̂ è ñîñòîèò èç òî÷åê,
çàäàííûõ ðàäèóñ-âåêòîðàìè

r = r(x̂) + b, b ∈ Tx̂M.
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10 Çàìåíû êîîðäèíàò íà ïîâåðõíîñòè
Ðàññìîòðèì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå øàðà B â ñåáÿ, êîòîðîå
òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè x = (xi) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå òî÷êó ñ êîîðäèíà-
òàìè x′(x) = (xi′(x1, . . . , xm)). Ïîëîæèì, ÷òî ÿêîáèàí ýòîãî îòîáðàæåíèÿ
íå ðàâåí íóëþ íè â îäíîé òî÷êå øàðà:

det(ci′
i ) 6= 0, ci′

i =
∂xi′

∂xi
.

Òàêîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì. Ïî òåîðåìå î íåÿâ-
íîé ôóíêöèè îïðåäåëåíî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå x(x′), ìàòðèöà ßêîáè
êîòîðîãî èìååò êîìïîíåíòû

ci
i′ =

∂xi

∂xi′ ,

ïðè÷åì ci′
j c

k
i′ = δk

j .
Òåïåðü ìû ìîæåì çàäàòü ïîâåðõíîñòü M ñ ïîìîùüþ ðàäèóñ-âåêòîðà

r′(x′):
r′(x′) = r(x(x′)). (10.1)

Âåêòîð-ôóíêöèÿ r′(x′) çàäàåò íà ïîâåðõíîñòè íîâóþ êîîðäèíàòíóþ ñåòêó
c êîîðäèíàòàìè x′ è áàçèñíûìè âåêòîðàìè

ej′(x
′) =

∂r′(x′)
∂xj′ , j′ = 1, . . . , m.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè çàêîí, ñâÿçûâàþùèé âåêòîðû ñòàðîãî è íîâîãî
áàçèñà, ïðîäèôôåðåíöèðóåì ôîðìóëó (10.1) ïî xj′:

∂r′(x′)
∂xj′ =

∂r(x)

∂xk

∂xk

∂xj′ ,

èëè
ej′ = ck

j′ek. (10.2)
Ôîðìóëà (10.2) ïîêàçûâàåò, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ r′(x′) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì îïðåäåëåíèÿ 9.1. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ìàòðèöà ñ êîìïîíåí-
òàìè ck

j′ íåâûðîæäåíà, òî âåêòîðû ej′ ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Òàêèì îáðàçîì, âñÿêèé äèôôåîìîðôèçì øàðà B çàäàåò çàìåíó êîîð-

äèíàò â M è ïðèâîäèò ê ëèíåéíîé çàìåíå áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå Tx̂M ïî
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ôîðìóëàì (10.2). Ñîîòâåòñòâåííî, çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ âçàèìíûõ áàçè-
ñîâ â ïðîñòðàíñòâå T ∗

x̂M èìååò âèä:

ej′ = cj′
k ek, (10.3)

çäåñü áàçèñ ej′ âçàèìåí ñ áàçèñîì ej′, à áàçèñ ek âçàèìåí ñ áàçèñîì ek.
Åñëè áàçèñíûå êîâåêòîðû ei ïåðåîáîçíà÷èòü ÷åðåç dxi, ò. å. dxi = ei,

òî óðàâíåíèå (10.3) ïðèìåò áîëåå åñòåñòâåííóþ ôîðìó:

dxj′ =
∂xj′

∂xk
dxk.

Ïî òåì æå ïðè÷èíàì, â ñèëó ôîðìóëû (10.2), âåêòîðû ej èíîãäà îáî-
çíà÷àþò ñèìâîëàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

ej =
∂

∂xj
.

11 Òåíçîðíûå ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè
Â êàæäîì êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå Tx(M), x ∈ M çàäàäèì òåíçîð
òèïà (p, q) ñ êîîðäèíàòàìè

t
i1,...,ip
j1,...,jq

= t
i1,...,ip
j1,...,jq

(x). (11.1)

Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè â íàáîðå ôóíêöèé (11.1) ïîëîæèòü x = x̂, ãäå x̂�
ëþáàÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà ïîâåðõíîñòè M , òî ìû ïîëó÷èì íàáîð ÷è-
ñåë t

i1,...,ip
j1,...,jq

(x̂), çàäàþùèé êîîðäèíàòû òåíçîðà â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå
Tx̂(M).

Îïðåäåëåíèå 11.1 Ôóíêöèÿ

t : M →
⋃

x∈M

T (p, q, Tx(M)),

êîòîðàÿ êàæäîé òî÷êå x ∈ M ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå òåíçîð òèïà
(p, q) â ïðîñòðàíñòâå Tx(M), íàçûâàåòñÿ òåíçîðíûì ïîëåì íà ïîâåðõ-
íîñòè M . Ïðîñòðàíñòâî òàêèõ ôóíêöèé ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç T (p, q, M).

Òàê òåíçîð òèïà (0, 0) � ýòî ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ f : M → R.
Âìåñòî ñëîâà "òåíçîðíîå ïîëå"ìû èíîãäà áóäåì ïðîñòî ãîâîðèòü "òåí-

çîð".
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Ê ýëåìåíòàì ïðîñòðàíñòâà T (p, q,M) ïðèìåíèìû âñå îïåðàöèè, êî-
òîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ â àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè òåíçîðîâ (òåíçîðíîå
ïðîèçâåäåíèå, ñâåðòêà è ò. ä.).

Â ÷àñòíîñòè, ïðè ïåðåõîäå îò êîîðäèíàò x ê êîîðäèíàòàì x′ íà ïî-
âåðõíîñòè M , êîîðäèíàòû òåíçîðà òèïà (p, q) ïðåîáðàçóþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

t
i′1,...,i

′
p

j′1,...,j′q
= c

i′1
i1

. . . c
i′p
ip
cj1
j′1

. . . c
jq

j′q
t
i1,...,ip
j1,...,jq

,

ãäå â ñèëó ôîðìóë (10.2), (10.3)

t
i′1,...,i

′
p

j′1,...,j′q
= t

i′1,...,i
′
p

j′1,...,j′q
(x′), t

i1,...,ip
j1,...,jq

= t
i1,...,ip
j1,...,jq

(x(x′)),

ck
k′ =

∂xk

∂xk′ (x
′), ck′

k =
∂xk′

∂xk
(x(x′)).

Îäíàêî, òàê êàê ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà T (p, q, M) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöè-
ÿìè òî÷êè x ∈ M , òî êðîìå àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé, ê íèì ïðèìåíèìû
îïåðàöèè àíàëèçà, ê èçó÷åíèþ êîòîðûõ ìû è ïåðåõîäèì.

Çàäà÷à 11.1 Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f : M → R. Äîêàæèòå, ÷òî íàáîð
ôóíêöèé

∂f

∂xi

çàäàåò êîîðäèíàòû òåíçîðà òèïà (0, 1), òî åñòü êîâåêòîðà.

12 Ïðîèçâîäíàÿ Ëè
Íàì ïîíàäîáèòñÿ íåñêîëüêî ôàêòîâ èç òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ñîäåðæèòñÿ â [1].

Çàäàäèì íà ïîâåðõíîñòè M âåêòîðíîå ïîëå (ò. å. òåíçîð òèïà (1, 0)) ñ
êîìïîíåíòàìè v(x) = (v1(x), . . . , vm(x)). Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè êðèâóþ

x(t) = (x1(t), . . . , xm(t)) ∈ M,

êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó x̂ = (x̂1, . . . , x̂m) è êàñàåòñÿ ýòîãî âåêòîð-
íîãî ïîëÿ âî âñåõ ñâîèõ òî÷êàõ, íàäî ðåøèòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Êîøè
äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

dxi

dt
= vi(x), xi(0) = x̂i, i = 1, . . . , m.
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Ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò (ïî êðàéíåé ìåðå ïðè äîñòàòî÷-
íî ìàëûõ |t|) è åäèíñòâåííî. Îáîçíà÷èì ýòî ðåøåíèå ÷åðåç g t(x̂) =
((g t)1(x̂), . . . , (g t)m(x̂)):

dg t(x̂)

dt
= v(g t(x̂)), g 0(x̂) = x̂.

Ðàññìîòðèì îáëàñòü D, êîìïàêòíî ïðèíàäëåæàùóþ M . ×åðåç g t(D)
îáîçíà÷èì îáðàç ýòîé îáëàñòè ïðè îòîáðàæåíèè g t. Ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî ïðè ìàëûõ |t| îòîáðàæåíèå x 7→ g t(x) ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì
îáëàñòåé D è g t(D), ïðè÷åì g−t ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì äèôôåîìîðôèçìîì.

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ìàòðèö
ßêîáè îòîáðàæåíèé y(x) = g t(x) è x = g−t(y):

∂xi

∂yj
= δi

j − t
∂vi(x)

∂xj
+ o(t), t → 0, (12.1)

∂yi

∂xj
= δi

j + t
∂vi(x)

∂xj
+ o(t). (12.2)

Êðîìå òîãî, îòìåòèì, ÷òî
g t(x) = x + tv(x) + o(t), t → 0. (12.3)

Ïðîèçâîäíàÿ Ëè òåíçîðíîãî ïîëÿ îáîáùàåò ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé ïî
íàïðàâëåíèþ îò ôóíêöèè. Çàäàäèì ôóíêöèþ f : M → R.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû õàðàêòåðèçîâàòü èçìåíåíèå ýòîé ôóíêöèè âäîëü âåê-
òîðíîãî ïîëÿ v, ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïðîèçâîäíóþ:

d

dt
f(g t(x)).

Çíà÷åíèå ýòîé ïðîèçâîäíîé ïðè t = 0 íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé Ëè îò
ôóíêöèè f âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ v è îáîçíà÷àåòñÿ Lvf . Â ñèëó ôîðìóëû
(12.3), ïðîèçâîäíàÿ Ëè îò ôóíêöèè èìååò âèä

Lvf = vi ∂f

∂xi
.

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ ñ êîîðäèíàòàìè u
i1,...,ip
j1,...,jq

(x)

íàì íåäîñòàòî÷íî ïðîñòî ïîäñòàâèòü ïðåîáðàçîâàíèå g t(x) â àðãóìåíò
ôóíêöèé u

i1,...,ip
j1,...,jq

(x), òàê êàê íå òîëüêî àðãóìåíò, íî è ñàìè ýòè ôóíêöèè
ìåíÿþòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè x 7→ g t(x). Ïîýòîìó óäîáíî òðàêòîâàòü
îòîáðàæåíèå y = g t(x) êàê çàìåíó êîîðäèíàò â D. Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ
Ëè îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Îïðåäåëåíèå 12.1 Ïðîèçâîäíîé Ëè òåíçîðíîãî ïîëÿ
u = u

i1,...,ip
j1,...,jq

∈ T (p, q, M) íàçûâàåòñÿ òåíçîð ïðîñòðàíñòâà T (p, q, M) ñ
êîîðäèíàòàìè:

(Lvu)
i1,...,ip
j1,...,jq

=
d

dt

∣∣∣
t=0

ci1
i′1

. . . c
ip
i′p
c
j′1
j1

. . . c
j′q
jq
u

i′1,...,i
′
p

j′1,...,j′q
(g t(x)),

çäåñü
cl′
k =

∂yl′

∂xk
(x), cl

k′ =
∂xl

∂yk′ (y(x)).

Ïðîèçâîäíàÿ Ëè ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì â T (p, q,M), è äëÿ ëþ-
áûõ òåíçîðîâ h è b âûïîëíåíî ïðàâèëî Ëåéáíèöà:

Lv(h⊗ b) = Lvh⊗ b + h⊗ Lvb.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íàéäåì êîîðäèíàòû ïðîèçâîäíîé Ëè îò âåêòîðíî-
ãî ïîëÿ w. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (12.2), (12.3) âû÷èñëèì:

ci
i′w

i′(g t(x)) =
(
δi
i′ − t

∂vi

∂xi′ + o(t)
)
·
(
wi′(x) +

∂wi′

∂xk
vkt + o(t)

)

= wi + t
(∂wi

∂xk
vk − ∂vi

∂xi′w
i′
)

+ o(t).

Îòñþäà
(Lvw)j =

∂wj

∂xk
vk − ∂vj

∂xi
wi. (12.4)

Çàäà÷à 12.1 Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (12.1), (12.2), (12.3), íàéäèòå êîîð-
äèíàòû ïðîèçâîäíîé Ëè âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ v îò òåíçîðà ai

j(x) ∈
T (1, 1,M).

Ïðîèçâîäíàÿ Ëè îò îäíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ âäîëü äðóãîãî îáëàäàåò
ðÿäîì çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ, íåêîòîðûå èç íèõ ìû ñåé÷àñ îòìåòèì.

Âåêòîðíîå ïîëå Lvw íàçîâåì êîììóòàòîðîì ïîëåé v è w è îáîçíà÷èì
[v, w] = Lvw.

Êîììóòàòîð, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ áèëèíåéíîé îïåðàöèåé. Êðîìå òîãî, îí
êîñîñèììåòðè÷åí: [v, w] = −[w, v], è äëÿ íåãî âûïîëíåíî òîæäåñòâî Ëè:

[u, [v, w]] + [w, [u, v]] + [v, [w, u]] = 0, u, v, w ∈ T (1, 0,M).

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî T (1, 0,M) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ëè îòíîñè-
òåëüíî îïåðàöèè êîììóòèðîâàíèÿ.
Çàäà÷à 12.2 Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (12.4), ïðîâåðüòå ïåðå÷èñëåííûå âû-
øå ñâîéñòâà êîììóòàòîðà.
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13 Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû
Îïðåäåëåíèå 13.1 Äèôôåðåíöèàëüíîé k-ôîðìîé íàçûâàåòñÿ êîâàðè-
àíòíûé êîñîñèììåòðè÷åñêèé òåíçîð âàëåíòíîñòè k.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ôàêòû èç àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè òåíçîðîâ. Ìíîæå-
ñòâî êîâàðèàíòíûõ êîñîñèììåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ âàëåíòíîñòè k îáðàçó-
åò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç Λk(M). Òåíçîðû

dxi1 ∧ . . . ∧ dxik, 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ m

çàäàþò áàçèñ â êàæäîì ïðîñòðàíñòâå Λk(TxM), x ∈ M.

Âñÿêèé ýëåìåíò ω ∈ Λk(M) ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ýòîìó áàçèñó ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

ω =
∑

1≤i1<...<ik≤m

ωi1,...,ik(x)dxi1 ∧ . . . ∧ dxik. (13.1)

Åñëè k áîëüøå ðàçìåðíîñòè M , òî äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà òîæäå-
ñòâåííî ðàâíà íóëþ.

Ôóíêöèè ωi1,...,ik , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè òåíçîðà ω, êîñîñèì-
ìåòðè÷íû ïî ñâîèì èíäåêñàì:

ωi1,...,ik = sgn(σ)ωiσ(1),...,iσ(k)
, σ ∈ Sk.

Òàê êàê äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè òî÷êè x ∈
M , òî íàä íèìè, êðîìå àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé, ìîæíî âûïîëíÿòü åùå
è îïåðàöèè àíàëèçà.

Îïðåäåëåíèå 13.2 Âíåøíèì äèôôåðåíöèàëîì íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûé
îïåðàòîð d : Λk(M) → Λk+1(M), êîòîðûé íà ôîðìó (13.1) äåéñòâóåò
ñëåäóþùèì îáðàçîì

dω =
∑

1≤i1<...<ik≤m

∂ωi1,...,ik(x)

∂xj
dxj ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik. (13.2)

Êîíå÷íî, äàííîå îïðåäåëåíèå íóæäàåòñÿ â ïðîâåðêå êîððåêòíîñòè: ìû
äîëæíû äîêàçàòü, ÷òî âûðàæåíèå (13.2) äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíîé ôîðìîé.

Äëÿ ïðîñòîòû ñíà÷àëà ïðîâåðèì ýòîò ôàêò íà ïðèìåðå äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ 1−ôîðìû.
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Ðàññìîòðèì ôîðìó ω = ωidxi. Ïî îïðåäåëåíèþ

dω =
∂ωi

∂xj
dxj ∧ dxi =

∑
j<i

(∂ωi

∂xj
− ∂ωj

∂xi

)
xj ∧ dxi.

Î÷åâèäíî, íàáîð ôóíêöèé

ui,j =
∂ωi

∂xj
− ∂ωj

∂xi

êîñîñèììåòðè÷åí ïî ñâîèì èíäåêñàì. Ïîêàæåì, ÷òî ui,j � êîìïîíåíòû
äâóõâàëåíòíîãî êîâàðèàíòíîãî òåíçîðà. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî òàê êàê
ôóíêöèè ωi ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè êîâåêòîðà, òî ïðè çàìåíå êîîðäèíàò
xi 7→ xi′ îíè ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ôîðìóëå:

ωi′ =
∂xi

∂xi′ωi.

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòó ôîðìóëó ïî xs′, ïîëó÷àåì:
∂ωi′

∂xs′ =
∂2xi

∂xs′∂xi′ωi +
∂xi

∂xi′
∂xl

∂xs′
∂ωi

∂xl
.

Ìåíÿÿ â ïîñëåäíåé ôîðìóëå ìåñòàìè i′ è s′ è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî
∂2xi

∂xs′∂xi′ =
∂2xi

∂xi′∂xs′ ,

íàõîäèì:
∂ωi′

∂xs′ −
∂ωs′

∂xi′ =
∂xi

∂xi′
∂xl

∂xs′

(∂ωi

∂xl
− ∂ωl

∂xi

)
.

Íî ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèè ui,j ïðåîáðàçóþòñÿ ïî êîâàðèàíòíîìó
çàêîíó.

Â îáùåì âèäå ìû äîêàæåì êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ 13.2 íèæå. À
ñåé÷àñ, ñ÷èòàÿ âðåìåííî, ÷òî ñèñòåìà êîîðäèíàò x ôèêñèðîâàíà, èçó÷èì
ñâîéñòâà îïåðàòîðà âíåøíåãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Íà ôóíêöèè ýòîò îïåðàòîð äåéñòâóåò êàê îáû÷íûé äèôôåðåíöèàë:

df =
∂f

∂xi
dxi. (13.3)

Òåîðåìà 6 Ðàññìîòðèì ôîðìû ω1 ∈ Λp(M) è ω2 ∈ Λq(M). Ñïðàâåäëè-
âû ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

ddω1 = 0, (13.4)
d(ω1 ∧ ω2) = dω1 ∧ ω2 + (−1)pω1 ∧ dω2. (13.5)
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Çàäà÷à 13.1 Äîêàæèòå ôîðìóëó (13.4).

Äîêàæåì ôîðìóëó (13.5). Â ñèëó ëèíåéíîñòè îïåðàöèè d ôîðìóëó (13.5)
äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ëèøü äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ω1 è ω2 � îäíî÷ëåíû:

ω1 = fdxi1 ∧ . . . ∧ dxip, ω2 = gdxj1 ∧ . . . ∧ dxjq .

Òîãäà

ω1 ∧ ω2 = fgdxi1 ∧ . . . ∧ dxip ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjq .

Ïîýòîìó

d(ω1 ∧ ω2)

=
∂f

∂xk
gdxk ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxip ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjq

+ f
∂g

∂xk
dxk ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxip ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjq

=
( ∂f

∂xk
dxk ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxip

)
∧ (gdxj1 ∧ . . . ∧ dxjq)

+ (−1)p(fdxi1 ∧ . . . ∧ dxip) ∧
( ∂g

∂xk
dxk ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjq

)

= dω1 ∧ ω2 + (−1)pω1 ∧ dω2,

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè òîæäåñòâî

dxk ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxip ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjq

= (−1)pdxi1 ∧ . . . ∧ dxip ∧ dxk ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjq .

Òåîðåìà 7 Ëèíåéíûé îïåðàòîð d : Λk(M) → Λk+1(M) îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëåí ñâîéñòâàìè (13.3), (13.4), (13.5).

Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü ∂ � êàêàÿ-íèáóäü äðóãàÿ îïåðàöèÿ, îáëàäàþùàÿ
ïåðå÷èñëåííûìè ñâîéñòâàìè. Òîãäà åñëè ôîðìà ω îïðåäåëåíà ôîðìóëîé
(13.1), òî â ñèëó ëèíåéíîñòè è ñâîéñòâà (13.5) èìååì:

∂ω =
∑

1≤i1<...<ik≤m

(
(∂ωi1,...,ik(x))dxi1 ∧ . . . ∧ dxik

+
k∑

l=1

(−1)l−1ωi1,...,ik(x)dxi1 ∧ . . . ∧ ∂dxil ∧ . . . ∧ dxik
)
. (13.6)
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Ïî ôîðìóëå (13.3) ïîëó÷èì

∂ωi1,...,ik =
∂ωi1,...,ik

∂xs
dxs, ∂xs = dxs.

Èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû è ââèäó ñâîéñòâà (13.4) íàõîäèì ∂dxs = ∂∂xs = 0.
Ïîäñòàâëÿÿ âñå ýòè ôîðìóëû â (13.6), ïîëó÷àåì ∂ω = dω.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè â ðàçíûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò îïðåäåëèòü îïåðà-

òîðû âíåøíåãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôîðìóëîé (13.2), òî ââèäó òåîðåìû
7 è èíâàðèàíòíîñòè ñâîéñòâ (13.3), (13.4), (13.5) ýòè îïåðàòîðû ñîâïàäóò.
Ýòî è äîêàçûâàåò êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà d.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì íåêîòîðûå ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå âíåøíåå
äèôôåðåíöèðîâàíèå è ïðîèçâîäíóþ Ëè.
Çàäà÷à 13.2 Ïóñòü ω ∈ Λp(M), v ∈ T (1, 0,M). Äîêàæèòå, ÷òî

dLvω = Lvdω.

Îïðåäåëèì îïåðàòîð ãîìîòîïèè iv : Λk(M) → Λk−1(M), v ∈ T (1, 0,M)
ôîðìóëîé:

iv
∑

1≤i1<...<ik≤m

ωi1,...,ikdxi1 ∧ . . . ∧ dxik

=
∑

1≤i1<...<ik−1≤m

ωj,i1...,ik−1
vjdxi1 ∧ . . . ∧ dxik−1.

Çàäà÷à 13.3 Ïóñòü ω1 ∈ Λp(M) è ω2 ∈ Λq(M). Äîêàæèòå, ÷òî
ivivω1 = 0,

iv(ω1 ∧ ω2) = (ivω1) ∧ ω2 + (−1)pω1 ∧ (ivω2),

ivdω1 + divω1 = Lvω1.

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé ãîìîòîïèè (ïî ñóùåñòâó, ýòî
ïðîñòî ïðàâèëî Ëåéáíèöà).

14 Ñâÿçíîñòü, òåíçîð êðó÷åíèÿ
Êàê óæå îòìå÷àëîñü, åñëè çàäàíà ôóíêöèÿ f : M → R, òî åå ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå

∂f

∂xi
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îáðàçóþò êîâàðèàíòíûé òåíçîð. Îäíàêî, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, íàáîð âòî-
ðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

∂2f

∂xi∂xj

íèêàêîãî òåíçîðà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îáðàçóåò. Êðîìå òîãî, òåíçîðîì íå
ÿâëÿåòñÿ íàáîð ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò êîìïîíåíò âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåîäîëåòü ýòî íåóäîáñòâî, ìû ïîñòðîèì îïåðàöèþ,
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé âåðñèåé ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è
îäíîâðåìåííî îáîáùàåò ïîíÿòèå ãðàäèåíòà ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 14.1 Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè M çàäàíà
àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü, åñëè êàæäîìó âåêòîðíîìó ïîëþ v ∈ T (1, 0,M)
ñîïîñòàâëåíà îïåðàöèÿ

∇v : T (p, q,M) → T (p, q,M),

îïðåäåëåííàÿ ïðè âñåõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ p, q è îáëàäàþùàÿ ñëå-
äóþùèìè ñâîéñòâàìè.

Äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f : M → R, âåêòîðíûõ ïîëåé u, v, êîâåêòîðíî-
ãî ïîëÿ g è òåíçîðîâ U, V ∈ T (p, q, M), W ∈ T (p′, q′,M) âûïîëíåíû
ðàâåíñòâà:

∇u(U + V ) = ∇uU +∇uV, (14.1)
∇u(fU) = f∇uU + (Luf)U, (14.2)
∇fu+vU = f∇uU +∇vU, (14.3)

∇u(U ⊗W ) = ∇uU ⊗W + U ⊗∇uW, (14.4)
∇ug (v) = (∇ug )(v) + g (∇uv). (14.5)

Îïåðàöèÿ ∇v íàçûâàåòñÿ êîâàðèàíòíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì âäîëü
âåêòîðíîãî ïîëÿ v.

Îáñóäèì îïðåäåëåíèå 14.1. Ìû ìîãëè áû çàäàòü îïåðàöèþ ∇u ôîð-
ìóëàìè (14.1-14.3) òîëüêî íà âåêòîðàõ (èëè òîëüêî íà êîâåêòîðàõ). Òî-
ãäà, ôîðìóëà (14.4), ïîçâîëÿåò íàì ïðîäîëæèòü îïåðàöèþ êîâàðèàíòíî-
ãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íà êîíòðàâàðèàíòíûå (êîâàðèàíòíûå) òåíçîðû
ëþáîé âàëåíòíîñòè, à ôîðìóëà (14.5) � íà êîâàðèàíòíûå (êîíòðàâàðè-
àíòíûå) òåíçîðû.

Ôîðìóëà (14.5) èñïîëüçóåòñÿ ïðè âûâîäå ðàâåíñòâà (14.10).
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Çàäà÷à 14.1 Äîêàæèòå, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (14.2), (14.4), ÷òî êîâà-
ðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ïîñòîÿííîé ôóíêöèè ðàâíà íóëþ:

∇uconst = 0.

Íà îñíîâàíèè ýòîé ôîðìóëû, äîêàæèòå, ÷òî

∇vf = Lvf

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîñìîòðèì, êàê êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå
äåéñòâóåò íà òåíçîð H = hj

iej ⊗ ei. Çàäàäèì âåêòîðíîå ïîëå v = vkek è
âû÷èñëèì, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (14.1)-(14.3):

∇vH = ∇vkek
hj

iej ⊗ ei = vk(hj
i∇ek

(ej ⊗ ei) + (Lek
hj

i )ej ⊗ ei). (14.6)

Î÷åâèäíî,

Lek
hj

i =
∂hj

i

∂xk
.

Ïî ôîðìóëå (14.4) èìååì:

∇ek
(ej ⊗ ei) = (∇ek

ej)⊗ ei + ej ⊗∇ek
ei.

Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à î âû÷èñëåíèè êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé îò òåí-
çîðà ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ âåêòîðîâ ∇ek

ej è êîâåêòîðîâ ∇ek
ei.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå
∇k = ∇ek

.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ôóíêöèè f â ñèëó (14.2) èìååì

∇kf =
∂f

∂xk
.

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàöèÿ ∇k îáîáùàåò îïåðàöèþ ÷àñòíîãî äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ ïî xk.

Ðàçëîæèì âåêòîð ∇kej ïî áàçèñó:

∇kej = Γl
j,kel. (14.7)

Ôóíêöèè Γl
j,k íàçûâàþòñÿ ñèìâîëàìè Êðèñòîôôåëÿ, èìåííî îíè è çàäà-

þò îïåðàöèþ êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ñïðà-
âåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Ïðåäëîæåíèå 14.1 Âåðíû ôîðìóëû

∇ke
j = −Γj

i,ke
i. (14.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì îïåðàöèþ ∇k ê ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè òîæ-
äåñòâà:

ej(ei) = δj
i .

Â ñèëó ôîðìóëû (14.5) ïîëó÷èì

(∇ke
j)(ei) + ej(∇kei) = 0. (14.9)

Ðàçëîæèì êîâåêòîð ∇ke
j ïî âçàèìíîìó áàçèñó:

∇ke
j = Γ̃j

s,ke
s.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòó ôîðìóëó è ôîðìóëó (14.7) â (14.9), íàõîäèì, ÷òî

Γ̃j
i,k = −Γj

i,k. (14.10)

Ýòî è äîêàçûâàåò ôîðìóëó (14.8).
Âîçâðàùàÿñü ê ôîðìóëå (14.6), âû÷èñëèì:

∇vH = vk
(
hj

i (Γ
l
j,kel ⊗ ei − Γi

s,kej ⊗ es) +
∂hj

i

∂xk
ej ⊗ ei

)

= vk
(
hj

iΓ
l
j,k − hl

sΓ
s
i,k +

∂hl
i

∂xk

)
el ⊗ ei. (14.11)

Â ÷àñòíîñòè
∇kH =

(
hj

iΓ
l
j,k − hl

sΓ
s
i,k +

∂hl
i

∂xk

)
el ⊗ ei.

Òàê êàê â ôîðìóëå (14.11) âåêòîðíîå ïîëå v ïðîèçâîëüíî, ìû ìîæåì
ââåñòè òåíçîðíîå ïîëå òèïà (1, 2)

∇H = wl
i,kel ⊗ ei ⊗ ek, wl

i,k = hj
iΓ

l
j,k − hl

sΓ
s
i,k +

∂hl
i

∂xk
.

Ýòî òåíçîðíîå ïîëå íàçûâàåòñÿ êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé òåíçîðà H.
×àñòî êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∇kh
l
i = hj

iΓ
l
j,k − hl

sΓ
s
i,k +

∂hl
i

∂xk
. (14.12)
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Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ýòà çàïèñü � ñèìâîëè÷åñêàÿ. Ñèìâîëîì
∇kh

l
i çäåñü îáîçíà÷åíà âîâñå íå "êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî xk îò

ôóíêöèè hl
i", à êîìïîíåíòà òåíçîðà ∇H, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì

êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ òåíçîðà H = (hl
i).

Ôîðìóëû (14.7), (14.8) ïîçâîëÿþò, ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè (14.1)-(14.4),
íàéòè êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ îò ëþáîãî òåíçîðà. Ïîýòîìó, äåéñòâóÿ
àíàëîãè÷íî, ìû ìîæåì ëþáîìó òåíçîðíîìó ïîëþ U ∈ T (p, q, M) ñîïî-
ñòàâèòü åãî êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ∇U ∈ T (p, q + 1,M).

Çàäà÷à 14.2 Ïóñòü v = (vk) � âåêòîðíîå ïîëå, è a = (ai,j) ∈ T (0, 2,M).
Âûâåäèòå ôîðìóëû:

∇rv
k =

∂vk

∂xr
+ Γk

s,rv
s,

∇kai,j =
∂ai,j

∂xk
− as,jΓ

s
i,k − ai,sΓ

s
j,k. (14.13)

Ïðåäëîæåíèå 14.2 Ïðè çàìåíå ñèñòåìû êîîðäèíàò â M ñèìâîëû Êðè-
ñòîôôåëÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ôîðìóëå

Γk
r,s =

∂xk

∂xk′
∂xr′

∂xr

∂xs′

∂xs
Γk′

r′,s′ +
∂2xk′

∂xr∂xs

∂xk

∂xk′ . (14.14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ è ñâîéñòâà ñâÿçíîñòè, âû÷èñëèì

Γs
j,kes = ∇k

∂xs′

∂xj
es′ =

∂2xs′

∂xj∂xk
es′ +

∂xs′

∂xj
∇kes′

=
∂2xs′

∂xj∂xk
es′ +

∂xs′

∂xj

∂xk′

∂xk
∇k′es′ =

∂2xs′

∂xj∂xk
es′ +

∂xs′

∂xj

∂xk′

∂xk
Γl′

s′,k′el′.

Îòñþäà è ïî ôîðìóëå
es =

∂xi′

∂xs
ei′,

íàõîäèì
Γs

j,k

∂xi′

∂xs
ei′ =

∂2xs′

∂xj∂xk
es′ +

∂xs′

∂xj

∂xk′

∂xk
Γl′

s′,k′el′.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íàäî ïðèðàâíÿòü êîýôôèöèåíòû ïðè el′

â ïîñëåäíåé ôîðìóëå.
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Çàäà÷à 14.3 Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ôîðìóëà (14.14) âåðíà, òî îáðàòíîå
ïðåîáðàçîâàíèå çàïèñûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî:

Γk′
r′,s′ =

∂xk′

∂xk

∂xr

∂xr′
∂xs

∂xs′Γ
k
r,s +

∂2xk

∂xr′∂xs′
∂xk′

∂xk
.

Ýòî ïîêàçûâàåò íåïðîòèâîðå÷èâîñòü àêñèîì ñâÿçíîñòè.

Èç ôîðìóëû (14.14) âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèè

T k
r,s = Γk

r,s − Γk
s,r

ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè òåíçîðíîãî ïîëÿ òèïà (1, 2). Ïîýòîìó ñâîéñòâî
ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ áûòü ñèììåòðè÷íûìè ïî íèæíèì èíäåêñàì íå
çàâèñèò îò ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Òåíçîðíîå ïîëå
T = (T k

r,s), T k
r,s = −T k

s,r

íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì êðó÷åíèÿ àôôèííîé ñâÿçíîñòè. Åñëè òåíçîð êðó-
÷åíèÿ ðàâåí íóëþ, òî ãîâîðÿò, ÷òî ñâÿçíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé.

Åñëè îòêàçàòüñÿ îò ãèïîòåçû (14.5), òî ðàâåíñòâî (14.10), âîîáùå ãîâî-
ðÿ, íå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè Γ̃k

r,s ïðè çàìåíå
ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ôîðìóëå:

Γ̃k
r,s =

∂xk

∂xk′
∂xr′

∂xr

∂xs′

∂xs
Γ̃k′

r′,s′ −
∂2xk′

∂xr∂xs

∂xk

∂xk′ .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Sk
r,s = Γ̃k

r,s + Γk
r,s � òåíçîð. Ýòîò òåíçîð ââåë Ýéí-

øòåéí. Ôîðìóëà (14.5) âåðíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Sk
r,s = 0.

Â êíèãå [6] ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ñâÿçíîñòåé, äëÿ êîòî-
ðûõ Sk

r,s 6= 0, îäíàêî, íàñêîëüêî èçâåñòíî àâòîðó, â ñîâðåìåííûõ òåîðèÿõ
ïîëÿ òàêèå ñâÿçíîñòè íå èñïîëüçóþòñÿ.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì îäèí ïðîñòîé ôàêò, êîòîðûé ÷àñòî áûâàåò
ïîëåçåí ïðè âûâîäå ðàçíûõ ôîðìóë.
Ïðåäëîæåíèå 14.3 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñâÿçíîñòü ñèììåòðè÷íà. Òî-
ãäà â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè x̂ ∈ M ìîæíî ââå-
ñòè êîîðäèíàòû xi′ â êîòîðûõ Γk′

r′,s′(x̂) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.Íå ñóæàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x̂ = 0. Ñäåëàåì
çàìåíó êîîðäèíàò:

xi′ = xi +
1

2
Γi

j,l(0)xjxl.
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Ïî ôîðìóëå (14.14) íàõîäèì: Γk′
r′,s′(0) = 0.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

15 Ñâÿçíîñòü, ñîãëàñîâàííàÿ ñ ìåòðèêîé
Çàäàäèì íà ïîâåðõíîñòè M ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ñ êîìïîíåíòàìè gi,j.
Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Íàïðèìåð, ïðåäïîëîæèì,
÷òî â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå Rn èìååòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
(·, ·). Òîãäà ìåòðèêó íà ïîâåðõíîñòè M îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:
gi,j = (ei, ej). Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ìåòðèêà íà ïîâåðõíîñòè M

èíäóöèðîâàíà ìåòðèêîé îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 15.1 Ñâÿçíîñòü íàçûâàåòñÿ ñîãëàñîâàííîé ñ ìåòðèêîé,
åñëè ìåòðèêà êîâàðèàíòíî ïîñòîÿííà â ñìûñëå ýòîé ñâÿçíîñòè:

∇kgi,j = 0. (15.1)

Îêàçûâàåòñÿ, ïî âñÿêîé ìåòðèêå ìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü ñî-
ãëàñîâàííóþ ñ íåé ñèììåòðè÷íóþ ñâÿçíîñòü.

Òåîðåìà 8 Ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì åäèíñòâåííàÿ, ñèììåòðè÷íàÿ ñâÿç-
íîñòü, ñîãëàñîâàííàÿ ñ äàííîé ìåòðèêîé.

Ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ýòîé ñâÿçíîñòè âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

Γk
i,j =

1

2
g k,l

(∂gl,j

∂xi
+

∂gi,l

∂xj
− ∂gi,j

∂xl

)
. (15.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ôîðìóëå (14.13) èìååì

∇kgi,j =
∂gi,j

∂xk
− Γl

i,kgl,j − Γl
j,kgi,l = 0. (15.3)

Ïåðåñòàâëÿÿ â ýòîé ôîðìóëå èíäåêñû i, j, k, ïîëó÷èì åùå äâà óðàâíåíèÿ:
∂gk,i

∂xj
− Γl

k,jgl,i − Γl
i,jgk,l = 0, (15.4)

∂gj,k

∂xi
− Γl

j,igl,k − Γl
k,igj,l = 0. (15.5)

Ñëîæèì óðàâíåíèå (15.3) ñ óðàâíåíèåì (15.4) è âû÷òåì (15.5):
∂gi,j

∂xk
+

∂gk,i

∂xj
− ∂gj,k

∂xi
− 2Γl

k,jgl,i = 0.
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Âûðàæàÿ èç ýòîãî óðàâíåíèÿ Γl
k,j, ïîëó÷àåì ôîðìóëó (15.2). Ýòî äîêà-

çûâàåò åäèíñòâåííîñòü ñâÿçíîñòè, ñîãëàñîâàííîé ñ ìåòðèêîé.
Ñóùåñòâîâàíèå ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé ôîðìóëû (15.2) â

óðàâíåíèå (15.3).
Ñâÿçíîñòü è ìåòðèêà ïîçâîëÿþò äàòü èíâàðèàíòíûå îïðåäåëåíèÿ îïå-

ðàòîðîâ âåêòîðíîãî àíàëèçà.
Ãðàäèåíòîì ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå ïîëå, îïðåäåëåííîå ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:
(grad f)i = g i,j ∂f

∂xj
.

Äèâåðãåíöèåé âåêòîðíîãî ïîëÿ v = (vi) íàçûâàåòñÿ ñêàëÿð

div v = ∇iv
i.

Îïåðàòîð Ëàïëàñà îïðåäåëÿåòñÿ êàê îáû÷íî:

∆ = div grad,

íî â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ñâÿçíîñòè îí íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà-
Áåëüòðàìè.

16 Òåíçîð êðèâèçíû Ðèìàíà
Èç àíàëèçà èçâåñòíî, ÷òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ãëàäêèõ ôóíêöèé êîì-
ìóòèðóþò:

∂

∂xi

∂

∂xj
f =

∂

∂xj

∂

∂xi
f.

Â ñëó÷àå êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò ïðîèçâîëüíûõ òåíçîðíûõ ïîëåé
ñâîéñòâî êîììóòàòèâíîñòè, âîîáùå ãîâîðÿ, íàðóøàåòñÿ:

∇i∇j 6= ∇j∇i.

Äëÿ îïèñàíèÿ ñâÿçè ìåæäó îïåðàöèÿìè ∇i∇j è ∇j∇i ââîäèòñÿ òåíçîð
Ðèìàíà.

Îïèøåì ñîîòâåòñòâóþùóþ êîíñòðóêöèþ.
Çàäàäèì ïðîèçâîëüíîå âåêòîðíîå ïîëå ñ êîìïîíåíòàìè vi. Íåïîñðåä-

ñòâåííûì, õîòÿ è âåñüìà ãðîìîçäêèì, âû÷èñëåíèåì, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó
(14.12), ïîëó÷àåì:

(∇k∇l −∇l∇k)v
i = −Ri

s,k,lv
s + T s

k,l∇sv
i,
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ãäå T s
k,l � òåíçîð êðó÷åíèÿ, à

−Ri
s,k,l =

∂Γi
s,l

∂xk
− ∂Γi

s,k

∂xl
+ Γi

r,kΓ
r
s,l − Γi

r,lΓ
r
s,k. (16.1)

Ôóíêöèè Ri
s,k,l ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè òåíçîðà òèïà (1, 3), ýòîò òåíçîð

íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì êðèâèçíû Ðèìàíà, èëè òåíçîðîì êðèâèçíû àôôèí-
íîé ñâÿçíîñòè.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë òåíçîðà êðèâèçíû ðàñêðûâàåòñÿ â ñëåäóþùåé
òåîðåìå.

Òåîðåìà 9 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñâÿçíîñòü ñèììåòðè÷íà è òåíçîð êðè-
âèçíû ðàâåí íóëþ íà M . Òîãäà ëþáàÿ òî÷êà ïîâåðõíîñòè M èìååò
îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé ìîæíî ââåñòè êîîðäèíàòû (yi) òàêèå, ÷òî

Γi
j,k(y) ≡ 0. (16.2)

Åñëè ñâÿçíîñòü ñîãëàñîâàíà ñ ìåòðèêîé, òî â ñèëó ôîðìóëû (15.1),
ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â óêàçàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïîñòîÿíåí.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû [7] îïèðàåòñÿ íà îäèí ðåçóëüòàò òèïà òåî-
ðåìû Ôðîáåíèóñà è äàëåêî âûõîäèò çà ðàìêè íàøåãî êóðñà.

Êîîðäèíàòû, â êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (16.2), íàçûâàþòñÿ åâ-
êëèäîâûìè. Åñëè íà ïîâåðõíîñòè M ìîæíî ââåñòè åâêëèäîâû êîîðäèíà-
òû, òî òåíçîð Ðèìàíà ðàâåí íóëþ. Åñëè ñâÿçíîñòü ñîãëàñîâàíà ñ ìåòðè-
êîé, òî â åâêëèäîâûõ êîîðäèíàòàõ ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ïîñòîÿíåí. Ýòî
÷àñòè÷íî îáðàùàåò òåîðåìó 9.

Ïåðå÷èñëèì ñèììåòðèè òåíçîðà êðèâèçíû.
1) Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Ri

s,k,l = −Ri
s,l,k.

2) Äëÿ ñèììåòðè÷íîé ñâÿçíîñòè èìååò ìåñòî òîæäåñòâî:

Ri
s,k,l + Ri

k,l,s + Ri
l,s,k = 0.

3) Äëÿ ñâÿçíîñòè, ñîãëàñîâàííîé ñ ìåòðèêîé gi,j, ââåäåì òåíçîð Ri,s,k,l =
gi,rR

r
s,k,l. Òîãäà

Ri,s,k,l = −Rs,i,k,l.

4) Äëÿ òåíçîðà êðèâèçíû ñèììåòðè÷íîé ñâÿçíîñòè, ñîãëàñîâàííîé ñ
ìåòðèêîé gi,j, èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèììåòðèÿ:

Ri,s,k,l = Rk,l,i,s,
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è ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî Áüÿíêè:

∇sR
r
i,k,l +∇lR

r
i,s,k +∇kR

r
i,l,s = 0.

Âñå ýòè ôàêòû ñëåäóþò íåïîñðåäñòâåííî èç ôîðìóëû (16.1). Îäíàêî
èõ óäîáíî âûâîäèòü èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 14.3.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî Γi
j,k(x̂) = 0. Òîãäà

−Ri
s,k,l(x̂) =

∂Γi
s,l

∂xk
(x̂)− ∂Γi

s,k

∂xl
(x̂). (16.3)

Åñëè ïðè ýòîì ñâÿçíîñòü ñîãëàñîâàíà ñ ìåòðèêîé, òî â ñèëó (15.1) ìû
èìååì

∂gi,j

∂xk
(x̂) = 0,

÷òî ïîçâîëÿåò èç ðàâåíñòâ (16.3) è (15.2) âûâåñòè ôîðìóëó

Ri,q,k,l(x̂) =
1

2

( ∂2gi,l

∂xq∂xk
(x̂) +

∂2gq,k

∂xi∂xl
(x̂)− ∂2gi,k

∂xq∂xl
(x̂)− ∂2gq,l

∂xi∂xk
(x̂)

)
.

Åñëè ñâÿçíîñòü ñèììåòðè÷íà è ñîãëàñîâàíà ñ ìåòðèêîé, à ïîâåðõíîñòü
M òðåõìåðíà, òî, â ñèëó ïåðå÷èñëåííûõ ñèììåòðèé, òåíçîð Ðèìàíà âïîëíå
îïðåäåëÿåòñÿ ïî êîìïîíåíòàì òåíçîðà Ðè÷÷è: Rk,s = Ri

k,i,s, Rk,s = Rs,k.
Ýòî ñëåäóåò èç ôîðìóëû

Rα,β,γ,δ = Rα,γgβ,δ −Rα,δgβ,γ

+ Rβ,δgα,γ −Rβ,γgα,δ +
R

2
(gα,δgβ,γ − gα,γgβ,δ),

çäåñü R = g k,sRs,k � ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà.
Â ñëó÷àå äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè ó òåíçîðà Ðèìàíà èìååòñÿ òîëüêî

îäíà (ñ òî÷íîñòüþ äî ñèììåòðèé) íåíóëåâàÿ êîìïîíåíòà R1,2,1,2. Ïîýòîìó
òåíçîð Ðèìàíà âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ ñêàëÿðíîé êðèâèçíîé:

R1,2,1,2 =
det(gi,j)

2
R.

Ñèììåòðèè 3) è 4) ïîçâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü òåíçîð Ðèìàíà êàê êâàä-
ðàòè÷íóþ ôîðìó íà ïðîñòðàíñòâå êîíòðàâàðèàíòíûõ êîñîñèììåòðè÷å-
ñêèõ òåíçîðîâ âàëåíòíîñòè äâà. Åñëè ωi,j � òåíçîð óêàçàííîãî òèïà, òî
çíà÷åíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íà íåì îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

Ri,j,k,lω
i,jωk,l.
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Ãîâîðÿò, ÷òî ïîâåðõíîñòü M èìååò îòðèöàòåëüíóþ êðèâèçíó, åñëè ýòà
êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà.

Çàäà÷à 16.1 Äîêàæèòå, ÷òî â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîé ñâÿçíîñòè âåðíà
ôîðìóëà

(∇k∇l −∇l∇k)a
i
s = ai

µR
µ
s,k,l −Ri

r,k,la
r
s,

ãäå ai
j � êîìïîíåíòû òåíçîðà òèïà (1, 1).
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