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ВВЕДЕНИЕ

В науке понятием «технология» впервые воспользовался Г. Лейбниц (1647 - 1716). «Технология» происходит от греческого techne – искусство, мастерство и  logos - наука, закон. Леонардо да Винчи заложил научные основы проектирования технологий, т.е. методов рациональной организации повторяющихся  трудовых процессов, к которым с полным основанием можно отнести и процесс обучения. О технологизации обучения писал в своих работах Я. А. Коменский. Он считал, что гарантированный позитивный результат обучения можно получить тогда, когда: однозначно определены цели; выбранные средства точно приспособлены для достижения этой цели; выработаны четкие правила, как пользоваться этими  средствами [8].  

В настоящее время термин «технология» достаточно широко используется в образовании. Многочисленные дискуссии и обсуждения в печати и конференциях различного уровня позволяют  выделить главное, что отличает технологию от методики обучения: в ней конструируется и осуществляется такой учебный процесс, который должен гарантировать достижение поставленных целей. А также  выделить общие черты различных технологий, позволяющие им соответствовать своему определению, приведенному выше:

1. Целенаправленность (ясность и точность целей).

2. Концептуальность (опора на глубоко разработанную педагогическую теорию).

3. Системность (цели, содержание, формы, методы, средства, условия обучения проектируются и применяются в целостной системе).

4. Диагностичность (оценка исходного, промежуточного и итогового результата учебной деятельности обучающихся должны иметь диагностический характер).

По мнению многих ученых указанным положениям в полной мере соответствует технология модульного обучения. 

В данном учебно-методическом пособии изложены основные принципы построения адаптивно-модульной технологии, соединяющей в себе положения адаптивного обучения (поэтапное формирование понятий, опора на зону ближайшего развития, индивидуальная траектория освоения материала и т.д.) и модульного построения материала. Реализация адаптивно-модульной технологии обучения рассмотрена на примере изучения одного из разделов математики - курса теории вероятностей.  

Как показали исследования, использование  адаптивно-модульной технологии при изучении различных разделов математики позволяет значительно повысить эффективность самостоятельного освоения учебного материала.  

Изучение математики студентами включает в себя овладение значительным числом научных понятий.

Усвоение понятия связано с выделением его составных частей и анализом связей между ними. Одним из важнейших условий усвоения понятия является обеспечение анализа содержания понятия в процессе выполнения упражнений. Получается, что знание понятия создаёт условия для решения задач, а решение достаточного количества задач эти знания углубляют, конкретизируют и закрепляет.

Каждому научному понятию соответствует конкретный алгоритм решения стандартной задачи. При самостоятельном решении 5-6 стандартных задач этот алгоритм, как правило, усваивается.

Однако изучение математики не ограничивается  решением стандартных задач. Для решения сложных, развивающих задач, построенных на основе использования нескольких понятий сразу, необходимо уметь применять комбинации стандартных алгоритмов.

Говорят, что сильные математики обладают математической интуицией. Что это такое – математическая интуиция? По - видимому, это умение вести поиск нужной комбинации стандартных алгоритмов решения задач, плюс умение предвидеть результат. Возникнуть сами собой эти умения не могут; следовательно, математическая интуиция приобретается в процессе решения задач – задач стандартных, задач развивающих, задач с проблемными ситуациями, задач, условие которых отражает производственные (профессиональные) ситуации.

Педагогическая наука и практика преподавания математики показывает, что для приобретения глубоких и прочных знаний математических понятий и формирования умений и навыков, студентам недостаточно прорешать некоторое (даже довольно большое) число задач, необходима система упражнений, отвечающая целям и задачам обучения, содержащая оптимальное число стандартных и развивающих задач. 

В данном пособии предложена система задач, способствующая процессу формирования знания основных понятий теории вероятностей. Весь материал разбит на три модуля, содержащие более мелкие логически завершенные порции материала (подмодули). Изучив содержание и прорешав задачи одного подмодуля, можно переходить к следующему. В каждом подмодулю имеются задачи разной степени сложности, что обеспечивает ваиативность и индивидуализацию процесса обучения. Часть из предложенных задач имеет профессионально направленное содержание. Они рассчитаны на выработку у студентов умений постановки и решения практических задач, на ознакомление с принципами математического моделирования различных процессов.

В конце каждого модуля предусмотрено машинное тестирование (самотестирование) в рамках тестовой оболочки «Айрен».
Раздел 1. Особенности построения адаптивно-модульной технологии в рамках системы подготовки к профессиональной мобильности
Для того чтобы выявить особенности реализации адаптивно-модульной технологии в рамках системы подготовки к профессиональной мобильности, необходимо сначало рассмотреть модульную технологию обучения, затем особенности адаптивного обучения. Итогом этого теоретического анализа и будут выделенные особенности реализации адаптивно-модульной технологии. Поэтому остановимся на характреристике модульной технологии более подробно. 

По мнению Д.В. Чернилевского, именно в рамках этой технологии  обучения [17] возможно решение основных задач современного профессионального образования. В пользу выбора этой технологии говорит и тот факт, что программы, ориентированные на формирование компетенций, по своей идеологии являются модульными, поскольку в рамках модуля «…можно наиболее эффективно сформировать необходимую компетенцию. Другими словами, модуль – это эквивалент единицы деятельности или минимальной функции, которую человек осваивает в процессе обучения» [15]. Поэтому при организации обучения, ориентированного на формирование компетенций, интеграция которых обеспечит мобильность выпускнику вуза, необходимость и возможность использования модульных технологий  не вызывает сомнений.

Сущность модульного обучения, по мнению П.А. Юцявичене [20; 21],  состоит в том, что обучающийся более самостоятельно или полностью самостоятельно может работать с предложенной ему индивидуальной учебной программой, содержащей в себе целевую программу действий, банк информации и методическое руководство по достижению поставленных дидактических целей. Применительно к теме нашего исследования важно и то, что метод модулей является одним из наиболее эффективных методов самообучения, позволяющих осуществлять его «…с регулированием не только темпа работы, но и содержания учебного материала» [3, с. 86–87].

Принципиальные отличия модульного обучения от других видов обучения заключается в следующих положениях:

· содержание обучения представляется в законченных, самостоятельных, комплексных модулях, одновременно являющихся банком информации и методическим руководством по его усвоению;

· взаимодействие педагога и обучающегося в учебном процессе осуществляется на принципиально иной основе - с помощью модулей обеспечивается осознанное самостоятельное достижение обучающимися определенного уровня предварительной подготовленности к каждой педагогической встрече;

· сама суть модульного обучения требует неизбежного соблюдения приоритетных субъект-субъектных взаимоотношений между педагогом и обучающимися в учебном процессе  [20, с. 4].

Для формирования компетенций, лежащих в осное профессиональной мобильности  важно, что технология модульного обучения позволяет осуществить:

· формирование каждого из компонентов (личностного, социального и специального) готовности к профессиональной мобильности и их интеграцию за счет группировки модулей учебного материала; 

· построение индивидуальной траектории формирования готовности к профессиональной мобильности для каждого студента на основе самостоятельного выбора студентами того или иного варианта модульной программы в зависимости от индивидуальных особенностей и уровня обученности; 

· формирование познавательной самостоятельности студентов как основы самореализации в профессиональной деятельности на основе усиления консультативно-координирующией функции преподавателя;

· использование активных методов формирования готовности к профессиональной мобильности без ущерба для полноты и глубины освоения базового учебного материала.
Кроме того, данная технология позволяет решение ряда проблем, значительно расширяющих возможности не только на уровне реализации базовых курсов, но и на уровне всей системы формирования готовности к профессиональной мобильности: 

· создание гибких учебных программ и рабочих планов, что способствует быстрому реагированию на требования рынка и современным тенденциям развития технологий;

· переход к нелинейным, гибким методам организации учебного процесса; создание благоприятных условий для синтеза индивидуальных учебных планов в сфере междисциплинарных наук, что способствует реализации синергетического подхода в образовании;

· свобода выбора освоения новых, несвязанных с выбранной специальностью курсов, модули дисциплин должны быть максимально унифицированы для предоставления возможности прохождения их наибольшим количеством студентов смежных специальностей;

· увеличение степени участия и роль студента в планировании собственной учебы, способствует формированию умений выбирать целевые и смысловые установки в своей жизнедеятельности; 
· стимулирование творческой работы студентов, активизация исследовательской деятельности, выходящей за рамки обязательного минимума учебного плана.
Реализация данных положений позволяет (особенно на старших курсах) освоение не только основной образовательной программы, но и знакомство (и последующее освоение) с образовательными программами смежных профессий или совершенно новых, что является необходимым условием успешной подготовки к профессиональной мобильности в условиях малого города.
Перечень принципов, на которые опираются педагоги в разработке модульных технологий различен, но общее направление модульного обучения, его цели, содержание и методику организации в основном определяют принципы, разработанные П.А. Юцявичене [20; 21]. Автор предлагает опору на: модульность, структуризацию содержания образования, динамичность, действенность и оперативность знаний и их системы, гибкость, осознанная перспектива, разносторонность методического консультирования, паритетность. 

Принцип модульности – это центральный принцип, определяющий весь подход к организации обучения: отбор целей содержания, форм и методов обучения. В соответствии с этим принципом обучение строится по отдельным функциональным узлам – блокам – модулям, при формировании которых надо учитывать:

· учебный материал  нужно конструировать таким образом, что бы обеспечить достижение каждым обучающимся цели;

· он должен быть представлен настолько законченным блоком, что бы имелась возможность конструирования единого содержания обучения, соответствующего комплексной дидактической цели, из отдельных модулей;

· в соответствии с учебным материалом следует интегрировать различные виды и формы обучения, подчинённые достижению намеченной цели;

· чередование познавательной и учебно-профессиональной частей модуля, обеспечивающее алгоритм формирования познавательно-профессиональных умений и навыков;

· системность контроля, логически завершающего каждый модуль, приводящая к формированию способностей обучаемых трансформировать приобретённые навыки систематизации в профессиональные умения анализировать, систематизировать и прогнозировать при решении профессиональных задач.

Принцип паритетности, при котором одним из факторов, определяющих успешность изучения модуля, является уровень субъект–субъектных отношений между педагогом и студентом. В отличие от классической схемы «педагог-передатчик» - «студент-получатель», отводящей обучающемуся роль пассивного участника учебного процесса, технология модульного обучения предполагает сотрудничество между педагогом, выступающем в роли консультанта координатора, и обучающимся, самостоятельно усваивающим учебный материал модуля. Таким образом, принцип паритетности  включает следующие положения:

·  модульная программа должна освободить педагога от чисто информационной функции преподавания и создавать условия для более яркого проявления консультативно-координирующей функции;

· модульная программа должна создавать условия для совместного выбора педагогом и обучающимся оптимального пути обучения;

· педагог в процессе модульного обучения как бы делегирует некоторые функции педагогического управления модульной программе, в которой эти функции трансформируются в функции самоуправления.

Многие авторы при построении модульных технологий принципы модульного подхода успешно сочетают с другими принципами. Так, например, М.А. Чошанов [18; 19] технологию модульного обучения обогащает  положениями проблемного обучения. Он считает, что проблемно-модульная технология должна строиться на таких принципах, как: системное квантование, мотивация, проблемность, модульность, когнитивная визуализация, опора на ошибки, экономия учебного времени. 
Исходя из задач  исследования (необходимость введения дополнительного материала, связанного с профессиональной мобильностью), интерес вызывает принцип системного квантования. Это принцип учитывает требования сжатия учебной информации, к которой можно отнести элементы содержательного обобщения  (В.В. Давыдов), теорию укрупнения дидактических единиц (П.М. Эрдниев), кроме того этот принцип учитывает следующие психолого-педагогические закономерности: учебный материал большого объёма запоминается с трудом; учебный материал компактно расположенный в определённой системе, облегчает восприятие; выделение в изучаемом материале смысловых опорных пунктов способствует эффективности запоминания. 

Принцип динамичности обеспечивает свободное изменение содержания модулей с учетом социального заказа. Высокие темпы научно-технического прогресса вызывают быстрое старение социальных, общетехнических знаний и даже время от времени заставляют заново взглянуть на ценность общенаучных знаний. Инертность, присущая всем звеньям образования, является одной из причин разрыва между образованием и условиями жизни общества.
Учебный материал должен постоянно, чуть ли не ежегодно перерабатываться и обновляться. Один из путей выхода из сложного положения состоит в том, чтобы обеспечить такое построение учебного материала, разделы переменной части которого могли бы быть достаточно независимыми друг от друга и позволили бы быстро изменять, дополнять и развивать учебный материал каждого раздела.
Разрешить противоречие между стабильным и меняющимся содержанием учебного материала возможно; реализуя принцип динамичности через следующие положения:
· содержание каждого элемента и, следовательно, каждого модуля, может легко изменяться или дополняться;

· конструируя элементы различных модулей, можно создавать новые модули;

· модуль должен быть представлен в такой форме, чтобы его элементы могли быть легко заменимы.

Принцип действенности и оперативности знаний и их системы. В последнее время очень часто при организации профессиональной подготовки специалистов обращается внимание на проблему формирования действенных знаний, говорится о необходимости обучать не только видам деятельности, но и способам действий. 
Оперативные знания приобретаются успешнее при условии, если обучаемые в ходе самостоятельного решения задач проявляют инициативу, находчивость, способность использовать имеющиеся знания в ситуациях, отличных от тех, в которых или для которых они приобретались. О системе действенных и оперативных знаний можно говорить только при их неразрывном единении с умениями. Имеется в виду система общенаучных, общетехнических и специальных знаний и умений, которую студент может свободно и самостоятельно применять в практической деятельности. Принцип действенности и оперативности знаний и их системы реализуется, если:
· цели в модульном обучении должны формулироваться в терминах методов деятельности (умственной или практической) и способов действий;
· для достижения поставленных, целей возможно и дисциплинарное и междисциплинарное построение содержания модулей по логике мыслительной или практической деятельности;
· обучение должно организовываться на основе проблемного подхода к усвоению знаний, чтобы обеспечивалось творческое отношение к учению;
· необходимо ясно показать возможности переноса знаний из одного вида деятельности в другой.

Принцип гибкости требует построения модульной программы и соответственно модулей таким образом, чтобы легко обеспечивалась возможность приспособления содержания обучения и путей его усвоения к индивидуальным потребностям обучаемых. Реализация принципа гибкости требует:
· при индивидуализации содержания обучения необходима исходная диагностика знаний;
· она должна быть организована таким образом, чтобы по ее результатам можно было легко построить индивидуализированную структуру конкретного модуля;
· для индивидуализации содержания обучения необходим анализ потребности обучения со стороны обучаемого;
· с этой же целью можно пользоваться комплексным критерием его построения, включающим базовую подготовленность и индивидуализированные цели обучения;
· важно соблюдать индивидуальный темп усвоения;
· методическая часть модуля должна строиться таким образом, чтобы обеспечивалась индивидуализация технологии обучения;
· требуется индивидуальный контроль и самоконтроль после достижения определенной цели обучения.

Принцип осознанной перспективы требует глубокого понимания обучающимися близких, средних и отдаленны стимулов учения. Необходимо найти оптимальную меру соотношения связей управления со стороны педагога и самостоятельности (самоуправления) обучаемых. Слишком жесткое управление деятельностью лишает обучаемых инициативы, принижает роль самостоятельного учения.
Если использовать возможности самоуправления обучающихся, необходимо дать им ясно понять и осознать цели (промежуточные и конечные) учения. В модульном обучении они должны выступать в качестве значимых результатов деятельности, поэтому должны осознаваться студентами как перспективы познавательной и практической деятельности.
При реализации принципа осознанной перспективы в процессе модульного обучения необходимо:
· каждому студенту вначале надо представлять всю модульную программу, разработанную на продолжительный этап обучения (курс, год или весь период).

· в ней точно указывается комплексная дидактическая цель, которую каждый студент должен понять и осознать как лично значимый и ожидаемый результат.

В рамках каждого модуля студент всегда имеет дело как с предметными знаниями, так и с видами деятельности, связанными с получением и использованием этих знаний. Все зависит от варианта занятий. Соответственно контроль по модулю может быть содержательным, деятельностным либо содержательно-деятельностным (изучение материала, выполнение эксперимента, решение задач). Целью создания каждого модуля является достижение заранее планируемого результата обучения. Итоги контроля по модулю характеризуют в равной мере и успешность учебной деятельности студента, и эффективность педагогической технологии, выбранной преподавателем.
Контрольные задания для модулей, построенных на содержательной основе, позволяют оценивать уровень усвоения конкретных предметных знаний по виду их использования. Причем за основу берут три уровня знаний — критический, достаточный, оптимальный. В каждое задание для такого вида модулей включены структурные элементы научных знаний, подлежащих усвоению, и определен вид деятельности по их использованию.
Контрольные задания для модулей, построенных на деятельностной основе, предусматривают количественную оценку уровня сформированных умений, позволяющих выполнять конкретную деятельность в целом, входящие в нее отдельные действия и операции.
Критический уровень сформированности умения соответствует уровню выполнения студентом операций, отдельных действий и деятельности в целом только по заданному алгоритму.
Достаточный уровень — уровень самостоятельного выполнения операций, отдельных действий и деятельности в целом при отсутствии готового алгоритма. 
Оптимальный уровень — уровень полностью осознанного выполнения операций, отдельных действий и деятельности в целом.
Контрольные задания для модулей, сочетающих знания и умения, соответственно базируются на двух последних принципах.
При использовании рейтинговой формы контроля самостоятельной работы студентов (СРС) результат выполнения заданий каждого вида занятий, связанных с изучением дисциплины, и результаты отдельных этапов этих заданий оценивают отдельно. Оценка (баллы) за каждый отдельный модуль зависит от качества и сроков выполнения всех входящих в него заданий. Общая оценка работы студентов определяется суммой баллов за отдельные модули и виды занятий.
Рейтинговый контроль прекрасно сочетается с остальными компонентами обучения. Несомненные преимущества рейтинговой формы контроля заключаются в следующем:
· осуществляются предварительный, текущий и итоговый контроль;

· текущий контроль является средством обучения и обратной связи;

· развернутая процедура оценки результатов отдельных звеньев контроля обеспечивает его надежность;

· контроль удовлетворяет требованиям содержательной и конструктивной валидности (соответствие форм и целей);

· развернутый текущий контроль реализует мотивационную и воспитательную функции;

· развернутая процедура контроля дает возможность развивать у студентов навыки самооценки работы и формировать навыки и умения самоконтроля в профессиональной деятельности.

Рейтинговая форма контроля проста в применении. С самого начала изучения дисциплины каждый студент получает памятку, ориентирующую его в работе по рейтингу. В этой памятке содержатся перечень выполняемых заданий и шкала баллов по трем уровням исполнения. Учитываются также поощрительные и штрафные (за нарушение сроков) баллы. В памятке сообщается об установленном диапазоне рейтинга, в пределах которого студент получает зачет или обеспечивает себе «3», «4», «5» за экзамен по дисциплине.
Положения проблемно-модульной технологии нашли свое отражение в исследованиях в той или иной мере связанных с проблемой подготовки мобильных специалистов [2; 8; 9 и др.]. Например, по мнению В.С. Идиатулина,  путь к новому  профессиональному образованию, способному соответствовать запросам современного общества  «…открыли проблемно-модульные технологии и подходы к обучению, которые призваны реагировать на складывающиеся ситуации на рынке труда и индивидуализировать образовательные программы с учетом интересов и способностей обучаемых в сочетании с объективной оценкой их деятельности. Интеграция в технологии факторов сжатия учебной информации, модульности и проблемности призвана обеспечивать не только эрудицию, но и готовность решать задачи со знанием дела - необходимое качество достижения профессиональной компетентности» [9].

Как показали наши исследования, достаточно эффективно при формировании готовности к профессиональной мобильности сочетание компьютерных и модульных технологий. Полученные нами результаты подтверждаются исследованиями других авторов [1; 14], в которых модульное построение курса является основой проектирования автоматизированных обучающих систем [1] или автоматизированных обучающих курсов и автоматизированных обучающих и контролирующих комплексов [14].

В основе многих компьюторно-модульных  технологий лежат идеи адаптивного обучения. 

В середине 50-х годов ХХ века одновременно и независимо друг от друга сформировались три разных концепции адаптивного обучения: концепция английского кибернетика Г. Паска (концепция максимальной адаптивности), концепция американского психолога Н. Краудера (концепция частичной адаптивности) и концепция другого американского психолога Б. Скиннера (концепция минимальной адаптивности). Не смотря на различия во взглядах, все они в той или иной форме предъявляли к процессу адаптивного обучения следующие, пять основных требований:

· оперативная (гибкая) адаптация к индивидуальным особенностям обучающихся, создание условий для учета индивидуального темпа продвижения в освоении учебного материала, сочетание адаптации темпа обучения с непрерывной диагностикой причин тех затруднений, которые испытывает обучающийся и оперативная корректировка предъявляемого ему учебного материала; 

· непрерывное и целенаправленное управление аффективно-мотивационной сферой каждого обучающегося, стабилизация его состояния  психологического комфорта, создание условий для поддержания чувства радости и удовлетворения, высокого уровня мотивации в процессе обучения;
· диалогическая форма обучения, подразумевающая, что с каждым из обучающихся необходимо поддерживать непрерывную беседу, вовлекая его в своеобразную интеллектуальную игру, и тем самым стимулируя его активность; 
· исключение возможности предъявления обучающемуся учебного материала к восприятию которого он не готов, использование принципа постепенного возрастания трудности учебных заданий (именно их субъективной трудности, а не объективной сложности);
· автоматизация обучения, необходимость которой обоснована: невозможностью даже самому талантливому преподавателю одновременно адаптироваться к каждому обучающемуся (по крайней мере в достаточной степени); в отличие от преподавателя-человека обучающая машина бесконечно терпелива, неутомима и беспристрастна; у преподавателя есть более важные функции, чем непрерывно диагностировать успешность процесса обучения каждого обучающегося. 

В обобщенном виде идея адаптивного обучения сводится  к тому, чтобы управлять активной учебной деятельностью обучаемых одновременно и оперативно, и индивидуализированно. Взятые по отдельности, вне связи друг с другом, обе эти черты – оперативность управления и его индивидуализированность являются общеизвестными принципами дидактики. Но в рамках традиционного обучения оперативность управления и его индивидуализированность несовместимы. Адаптивность обучения предполагает постоянный индивидуальный контакт с каждым обучающимся, а это в принципе невозможно в группе в среднем из тридцати человек.

В этой идее наиболее уязвимой для критики оказалась индивидуализация обучения. Реализация этого положения действительно порождает ряд организационных (необходимость учета различий в уровне подготовленности, в склонностях, в эмоциональном состоянии обучающихся) и методических (необходимость уточнения понятия оптимальной гибкости обучения, оптимального уровня его адаптации к индивидуальным особенностям каждого обучающегося) трудностей. Эти трудности могут быть преодолены, если использовать обучающие системы, способные взаимодействовать с обучающимся. Однако разработка таких программ и внедрение их в учебный процесс требует много сил, знаний и времени от преподавателя, а так же предполагает участие высококвалифицированных специалистов по программированию. Поэтому адаптивное обучение не получило широкого распространения в практике высшей школы.

Однако следует признать, что интересные исследования в этом направлении стали появляться в конце XX века.

Например, в своей работе Э.В. Лузик [14] описывает теоретические основы построения адаптивных автоматизированных обучающих и контролирующих комплексов. Основной идеей разработанной теории является соединения положение концепции Л. Выгодского, о развивающем эффекте заданий соответствующих по трудности зоне ближайшего развития обучаемого и математических моделей теорий латентно-структурного анализа. Автор рассматривает следующие её основания:  теория и методика адаптивного обучения и контроля знаний студентов; теория латентно-структурного анализа данных педагогических измерений; положение о высоком обучающем потенциале тестовых заданий как средства объективного контроля знаний.

Есть примеры использования идей адаптивного обучения (без машинный вариант) при изучении иностранных языков (Л.В. Шеншев, И.П. Котова и др.).  Так И.П. Котова [13], на ряду с основными принципами (индивидуализации, учета личностных характеристик, успеха), предлагает опираться на принципы, позволяющие решить проблему совместимости оперативности управления и его индивидуализации при организации адаптивного обучения за счет перехода к автономии обучения, это принципы: 

· использование рейтинга, который является измерителем всех учебных действий и позволяет осуществление контроля процесса обучения со стороны преподавателя, а так же самоконтроля, что предполагает формирование внутреннего самоконтроля и переход обучающегося к полной автономии;

· паритета диалогической и полилогической речи, что позволяет повысить роль самостоятельной работы при изучении языка, внести смысл в самоопределение и саморегуляцию обучающихся, что так же способствует  реализации перехода к автономии обучения и учения;

· полифункциональности, базовый принцип коммуникативного обучения, он проявляется в одновременном овладении языкового материала и формировании речевых навыков, при его использовании параллельно с формированием речевых умений происходит автоматизация нового языкового и речевого материала;
· личностно-ролевой принцип и принцип коллективного общения позволяет не только обеспечить мотивационную сторону процесса обучения, но и устанавливает устойчивую динамику развития коммуникативной компетенции;
· всемерной интенсификации и концентрации в организации учебного процесса означает использование таких ресурсов обучения, которые могли бы позволить изучать обилие материала за счет уплотнения сроков его подачи, повышения эффективности работы обучающихся и концентрации их активности.
Обобщая вышесказанное, мы пришли к выводу о целесообразности сочетания модульной технологии с идеями адаптивного обучения, используя при этом автоматизацию обучения (обучающие программы, тесты в электронной оболочке и т.д.)  и безмашинный режим (за счет дидактического обеспечения, обеспечивающего возможность самообучения и самоконтроля). 

Применительно к теме исследования (формирование профессиональной мобильности студентов вуза) адаптивно-модульная технология, с использованием компьютерного обеспечения должна быть построена на следующих принципах:  

· направленность на формирование ключевых компетенций, входящих в состав готовности к профессиональной мобильности (личностных, социальных, профессиональных);

· создание условий для рефлексии выполняемой учебно-профессиональной деятельности и её результатов;

· учет индивидуальных особенностей у уровня обученности каждого студента;

· направленность на обеспечение самостоятельности планирования  и организации учебно-профессиональной деятельности;

· фасилатация со стороны преподавателя формирования готовности к профессиональной мобильности;

· обеспечение интеграции компонентов готовности к профессиональной мобильности.

Однако следует указать, что наряду с неоспоримыми достоинствами системы, в ходе поведенных нами исследований были выявлены и её недостатки:  сложность создания методического сопровождения; трудности формирования коммуникативной и корпоративной компетенции студентов, которые являются важной составной частью профессиональной мобильности; низкая подготовленность преподавателей к реализации рассматриваемой технологии.

В связи с этим, при выборе технологий реализации содержания дисциплин при формировании готовности к профессиональной мобильности, мы считаем важным использовать принцип дополнительности, интегрируя  адаптивно-модульную технологию с технологиями: знаково-контекстного обучения; личностно ориентированного обучения; проблемного обучения и др. 

РАЗДЕЛ 2. Реализацияадаптивно-модульной технологии на примере курса теории вероятностей
МОДУЛЬ 1. СЛУЧАЙНОЕ СОБЫТИЕ. ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ О ВЕРОЯТНОСТИ СЛУЧАЙНОГО СОБЫТИЯ
ТЕМА 1.1. Понятие случайного события
Перечень понятий темы

Теория вероятностей. Событие. Испытание (эксперимент). Пространство элементарных исходов испытания. Случайное событие. Равновозможные случайные события. Несовместные случайные события. Единственно - возможные случайные события. Достоверные, невозможные и противоположные события. Равные события. Полная группа событий.

Определения понятий темы

Теория вероятностей - это математическая наука, которая изучает математические модели случайных явлений.

Теория вероятностей рассматривает случайные события массового характера с устойчивой частотой появления.

Событие - это исход или результат испытания. Под испытанием  (или экспериментом) понимается наличие определенного комплекса условий.

Под случайным событием понимается результат испытания заранее точно непредсказуемый.

Например, в результате испытания - подбрасывания монеты, могут иметь место два случайных события: А1 – выпадение «орла» и А2  - выпадение «решка».

При одном испытании может быть несколько событий. Каждое из возможных результатов испытания называется элементарным случайным событием или элементарным исходом испытания.

Множество всех элементарных исходов испытания образуют пространство элементарных исходов.

Пространством элементарных исходов испытания называют множество всех элементарных исходов испытаия, обладающих следующими свойствами:

· в результате опыта один из исходов обязательно произойдёт;

· появление одного из элементарных исходов исключает появление остальных;

· в рамках данного опыта нельзя получить более мелкие исходы испытания.

Обозначение: 
[image: image1.wmf]W

 - пространство элементарных исходов испытания

Например: 

1. При бросание монеты пространство элементарных исходов равно:
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2. При бросании игральной кости пространство элементарных исходов равно:
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3. В урне находятся 5 шаров с номерами от 1 до 5. При осуществлении эксперимента по доставанию на удачу шара, пространство элементарных исходов равно:                                    
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Случайным событием называют произвольное подмножество пространства элементарных исходов.

Это подмножество называется элементарными исходами, благоприятствующими данному событию.

Другими словами - исходы испытания, в которых ожидаемое случайное событие появится в результате испытания, называются благоприятствующими для данного события.

Например, в группе из 20 студентов прививки против гриппа имеют 15 студентов. Проводится испытание: выбирается из группы один студент. Всего элементарных исходов 20, т.к. может быть выбран любой студент из этих  20 . Ожидаемые случайные события, в результате этого испытания следующие:

А - студент имеет прививку против гриппа,

В - студент не имеет прививки против гриппа.

Для события А благоприятствующих исходов  испытания будет 15, а для события  В их будет 5, т.к. 15 студентов имеют прививки, а 5 студентов прививок не имеют. 

Замечание. Пусть пространство элементарных событий конечно и состоит из m элементарных событий. В этом случае в качестве возможных исходов испытаний рассматривают 2m событий - множество всех подмножеств пространства элементарных событий ( .

Пример: Если имеем пространство (=((1, (2, (3), то возможны следующие события:

A1= (
[image: image5.wmf]W

 = 0) (невозможное событие),   A2=(1),    A3=(2),     A4=(3),      A5=(1, 2),    A6=(2, 3),         A7=(1, 3),     A8=((1, (2, (3)

Всего их будет 23 =  8. 

Различают следующие виды случайных событий. 

События называются равновозможными, если для них созданы одинаковые условия испытания.

Например, при подбрасывании монеты создаются приблизительно равные условия для двух исходов: выпадение «орла» и выпадение «решка».

События называются единственно - возможными для данного испытания, если в результате испытания хотя бы одно из них произойдёт.

Например, при подбрасывании монеты единственно - возможными событиями являются события: выпадение «орла» и выпадение «решка».
Событие называются несовместными, если в результате испытания появление одного из них исключает появление других.

Например, при подбрасывании монеты два единственно-возможных события - выпадение «орла» и выпадение «решка» будут несовместными: выпадение «орла»  исключает выпадение «решка», при одном подбрасывании.
Событие А называется достоверным (
[image: image6.wmf]{
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), если в результате испытания оно обязательно произойдёт.

Например, событие А заклющееся в том, что наудачу выбранный шар из коробки, в которой находятся чёрные шары, будет чёрным, является достоверным.

Событие А называется невозможным (
[image: image7.wmf]W

 = 0), если в результате испытания оно обязательно не произойдет.

Например, событие, что из коробки, содержащей одни чёрные шары, достают наудачу белый шар будет невозможным, т.к. белых шаров в коробке нет.
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Событие  
[image: image8.wmf]А

, заключающееся в ненаступлении события А, называют противоположным событию А. 

События А и В называются равными, если осуществление события А влечет за собой осуществление события В и наоборот.

Полной группой событий называется совокупность всех возможных результатов опыта.
Стандартная задача
Указать пространства элементарных событий для следующих опытов:

а) подбрасывание двух игральных костей;

б) стрельба по мишени до первого попадания;

в) наблюдение за временем безотказной работы прибора.

Решение:

а) Согласно правилу умножения число исходов в данном опыте равно 
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6

6

=

×

. Изобразим пространство элементарных исходов (событий) в виде матрицы
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где 
[image: image11.wmf]ij
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 означает, что на первой игральной кости выпало 
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 очков, а на второй 
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б) В данном случае пространство 
[image: image15.wmf]W

 теоретически бесконечно, но счётно. Обозначая знаком «+» попадание в цель при соответствующем выстреле, а знаком «-» - промах, получим такое пространство элементарных событий:
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Здесь, например, событие ---+ означает, что первые три выстрела были промахами, а на четвёртый произошло попадание.


Можно записать так:
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где 1 означает попадание в цель, а 0 – промах.

в) Здесь также исходов опыта бесконечно много, при этом множество 
[image: image18.wmf]W

 несчётное: 
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 где t – время безотказной работы прибора. Понятно, что в качестве результата наблюдения может появиться любое число 
[image: image20.wmf].
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Задачи для самостоятельного решения

1.1. В урне находится 12 пронумерованных шаров. Опыт состоит в извлечении одного шара из урны. 

Требуется:

1) составить пространство элементарных событий для данного опыта;

2)указать элементарные события (исходы), благоприятствующие событиям: 

А = {появление шара с нечётным номером}, 

В = {появление шара с чётным номером}, 

С = {появление шара с номером, меньшим 7};

3) пояснить, что означают события 
[image: image21.wmf]В

, 
[image: image22.wmf];
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4) указать, какие из пар событий A, B, C, D совместны, а какие нет;

5) указать, какие из пар событий образуют полную группу, а какие нет;

6) привести примеры невозможного и достоверного событий;

7) привести пример другого пространства элементарных событий в данном опыте.


1.2. Игральная кость бросается 1 раз. Описать пространство элементарных событий, указать элементарные события, благоприятствующие событиям: 
[image: image23.wmf]1

А

 - выпало чётное число очков; 
[image: image24.wmf]2

А

 - выпало не менее 4 очков;        
[image: image25.wmf]3

А

 - выпало более 6 очков.

1.3. Построить пространство 
[image: image26.wmf]W

 для следующих испытаний:



а) проводится одна игра в шахматы;



б) трижды подбрасывается монета;



в) подсчитывается число студентов группы, сдавших экзамены по теории вероятностей.

ТЕМА 1.2. Алгебра случайных событий
Перечень понятий темы

Сумма случайных событий. Произведение случайных событий. Разность событий и дополнение. Алгебра множеств и σ - алгеба.

Определения понятий темы

Суммой событий А и В называется новое событие, заключающееся в наступлении события  А или В.или событий А и В вместе. 

Обозначается А + В или 
[image: image27.wmf]В
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Так как по определению случайное событие – это множество исходов, то операции над случайными событиями можно интерпретировать на кругах Эйлера.

Сумма двух событий А и В:

· если события несовместны:

    А                 В

[image: image460.emf][image: image461.emf]




А+В или 
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· если множества совместны:

       А       В
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Например, А – событие: завтра будет дождь; В - событие: завтра будет снег. А + В - событие: завтра будет снег или дождь или снег и дождь.

Произведением событий А и В называется новое событие, заключающееся в наступлении событий А и В. Обозначается АВ или 
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    А В или 
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Если события А и В несовместны, то АВ = (:

         А            В

[image: image462.wmf]l

-

-

¥

®

¥

®

-

¥

®

l

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

l

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

l

-

l

=

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

÷

ø

ö

ç

è

æ

l

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

l

=

e

k

n

n

k

n

n

k

n

n

k

k

k

n

n

n

k

k

n

n

k

!

1

lim

1

lim

!

1

1

1

...

2

1

1

1

lim

!

[image: image34]                     АВ = (
[image: image35.wmf]
Например: А – событие: студент опоздал на занятие. В – событие: студент получил неудовлетворительную оценку. А В – событие: студент опоздал на занятие и получил неудовлетворительную оценку.

Эти определения справедливы для любого конечного числа событий.

Объединением или суммой событий Аk называется событие A, которое означает появление хотя бы одного из событий Аk.

Обозначается:        
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Пересечением или произведением событий Ak  называется событие А, которое заключается в осуществлении всех событий Ak.
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Замечание. Сумма противоположных событий есть достоверное событие, а их произведение есть событие невозможное. 

Например. Событие А - при подбрасывании монеты выпадает герб. Событие В - при подбрасывании монеты выпадет цифра. Сумма А + В - событие, что выпадет герб или цифра, это достоверное событие. Произведение А В  - событие, что выпадет герб и цифра при данном подбрасывании монеты, это невозможное событие. Произведение несовместных событий есть событие невозможное.

Например. Событие А - при подбрасывании игральной кости выпало 6 очков. Событие В - при подбрасывании игральной кости выпало 5 очков. Произведение: А  В - событие, что при одном подбрасывании игральной кости выпало 6 и 5 очков. Это событие невозможное.

Разностью событий А и В (А\В) называют новое событие состоящее из элементов А без элементов принадлежащих В.

А       В

[image: image38.png]



Дополнением к событию А называется событие 
[image: image39.wmf]А

, означающее, что событие А не происходит.

Например, событие А – выпадение 6 очков при одном подбрасывании игральной кости. 
[image: image40.wmf]А

 - не выпадение 6 очков или 
[image: image41.wmf]А

 - выпадение 1 или 2 или 3 или 4 или 5 очков.

Назовем класс А подмножеств пространства Ω алгеброй множеств, если: 

1)   Ø
[image: image42.wmf]Î

А,      Ω
[image: image43.wmf]Î

А;

2)  из А
[image: image44.wmf]Î

А    следует      
[image: image45.wmf]__
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 EMBED Equation.3  [image: image46.wmf]Î

А;

3)  из А, В
[image: image47.wmf]Î

А      следует    А U В
[image: image48.wmf]Î

А,          А ∩ В
[image: image49.wmf]Î

А.

Алгебру множеств А назовем σ - алгеброй, если из   Аn
[image: image50.wmf]Î

А,    n=1, 2, …,… следует 
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[image: image53.wmf]I

¥

=

1

n

Аn
[image: image54.wmf]Î

A.
Замечание: Любая σ – алгеброй событий обязательно является алгеброй событий. Обратное утверждение не верно.

Операции над событиями обладают следующими свойствами:

1. 
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3. 
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В таблице 2.1 представлено для сравнения соотношение терминов теории множеств и теории вероятностей.

Таблица 2.1

Соотношение терминов теории множеств и теории вероятностей 

	Обозначения
	Термины

	
	Теории множеств
	Теории вероятностей

	Ω
	Множество, пространство
	Пространство элементарных событий, достоверное событие

	ω 
[image: image73.wmf]W

Ì


	Элемент множества
	Элементарное событие (исход)



	А
[image: image74.wmf]W

Ì


	Подмножество А
	Событие А



	А+В = А
[image: image75.wmf]È

В
	Объединение (сумма) 

множеств А и В
	Сумма событий А и В

	АВ = А∩В
	Пересечение множеств А и В
	Произведение событий А и В

	А\В
	Разность множеств А и В
	Разность событий А и В

	Ø
	Пустое множество
	Невозможное событие

	
[image: image76.wmf]А


	Дополнение множества А
	Противоположное для А событие

	АВ = А∩В = ø
	Множества А и В не пересекаются
	События А и В несовместны

	А = В
	Множества А и В равны
	События А и В равносильны

	А  
[image: image77.wmf]Í

   В
	А есть подмножество В
	Событие А влечет за собой событие В


ТЕМА 1.3. КЛАССИЧЕСКОЕ И СТАТИСТИЧЕСКОЕ 

ОПРЕДЕЛЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТИ ПОЯВЛЕНИЯ СОБЫТИЯ

Перечень понятий темы

Вероятность появления случайного события. Свойства вероятности. Относительная частота появления события. Статистическое определение вероятности.

Определения понятий темы

Вероятностью Р появления случайного события А называют величину, равную отношению числа благоприятствующих исходов для данного события m к числу равновозможных, единственно - возможных и несовместных исходов испытания n.     
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Из определения вытекают следующие свойства вероятности:

1.  Вероятность появления события всегда больше 0 и меньше 1: 

0 ≤ Р(А) ≤ 1

2.  Р (А) = 1,   если      А - достоверное.
3.  Р (А) = 0,   если     А - невозможное.

4.  Р (А) + Р(
[image: image79.wmf]А

) = 1      
[image: image80.wmf]А

 - противоположное

Например, при бросании монеты, вероятность выпадения цифры: 

Р (А) = 0,5 , при выпадении герба Р (
[image: image81.wmf]А

) = 0,5.  Р (А) + Р(
[image: image82.wmf]А

) = 0,5 + 0,5  = 1.

Относительной частотой появления события называют отношение числа исходов, когда событие произошло, к общему числу испытаний.
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Частота появления события считается после испытания, а вероятность появления события - до испытания. При неограниченно растущем числе испытаний n, относительная частота появления события стремится к вероятности появления события:

Р (А) = lim Wn (А)

n→∞

Из этого  соотношения вытекает статистическое определение вероятности: вероятностью события А называют (эмпиричесий) предел Р (А), к которому стремиться частота Wn (А)  события А при неограниченном увеличении числа опытов. 

Статистическое определение вероятности легло в основу формирования обширного раздела теории вероятностей – математической статистики.

Алгоритм решения стандартной задачи

1. Условие задачи:

а) Определить случайное событие, соответствующее вопросу задачи.

б) Записать число благоприятствующих исходов для данного случайного события и число всех исходов для данного испытания.

в) По вопросу задачи определить неизвестную величину.

2. Решение:

а) Записать формулу для нахождения неизвестной величины.

б) Осуществить расчёт по этой формуле.

3. Сформулировать полный ответ задачи. 

Стандартная задача

Два из двадцати плодов поражены болезнью в скрытой форме. Найти вероятность того, что взятый наудачу плод окажется больным.

1. Условие задачи:

а) А - событие, что взятый наудачу плод окажется больным.

б) благопиятствующих исходов испытания m = 2, т.к. больных всего 2 плода из общего количества и пораженным болезнью может быть любой из них. Всего исходов n = 20, т.к. всего  плодов 20.

в) Найти вероятность появления события А:         Р (А) - ?

2. Решение:


а) 
[image: image84.wmf](
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      б) Р (А) = 2/20  = 1/10 = 0,1

3. Ответ: Вероятность, что взятый наудачу плод окажется больным, равна 0,1 или 10%.

Задачи для самостоятельного решения

3.1. Для определения всхожести семян взяли пробу из 1000 единиц. Из отобранных семян 115 не взошло. Какова вероятность, что первое наудачу взятое семя не взойдёт? Каков процент всхожести семян?

3.2. В ящике 250 яиц, из них 20 бракованных. Какова вероятность, взятое из ящика яйцо будет бракованным?

3.3. В бассейне содержится 8 лещей и 12 карпов. Какова вероятность, что наудачу выловленная рыба окажется карпом? Лещём? Какую рыбу вероятнее всего выловить?

2.4. Для выяснения качества семян было отобрано и высеяно в лабораторных условиях 1000 штук. 980 семян дали нормальный всход. Найдите частоту нормального всхода семян.

3.5. Среди 500 ампул, проверенных на герметичность, оказалось 10 в которых имеются трещины.  Определить частоту появления ампул имеющих трещины.

3.6. Среди 1000 яиц 250 бракованных. Определить частоту появления брака. Сколько будет бракованных яиц в повторной выборке объёмом 350 яиц?

3.7. В клетке содержат 6 белых и 4 серых мышей. Какова вероятность достать из клетки: а) 1 белую мышь; б) 5 серых мышей?

3.8. Вероятность того, что завтра день будет дождливый, равна 0,7. Найти вероятность того, что день будет ясный.

3.9. На 5 из 15 участках засорённость выше нормы. Найти вероятность того, что на участке, выбранном наудачу, засорённость сорняками в пределах нормы.

3.10. Имеется 6 саженцев 1 сорта и 4 саженца  2 сорта. Наудачу берут один саженец. Какова вероятность того, что он окажется 1-ого сорта?

3.11. Брошена игральная кость. Найти вероятность того, что на её верхней грани появится: а) шесть очков; б) нечетное количество очков; в) не менее четырех очков; г) не более двух очков.

3.12. Относительная частота работников предприятия, имеющих высшее образование, равна 0,15. Определить число работников, имеющих высшее образование, если всего на предприятии работает 40 человек.

Задачи повышенной сложности

3.13. В урне содержится 3 белых и 2 черных шара, различающихся только цветом. Вынимается наудачу один шар. Найти вероятность того, что он белый. Составить пространство элементарных событий для данного испытания. Вынимается наудачу два шара. Найти вероятность того, что: а) оба шара белые; б) хотя бы один из них черный. 

3.14. Игральный кубик бросают два раза. Какова вероятность того, что сумма выпавших очков окажется равной восьми?

3.15. Монета подбрасывается два раза. Наити вероятность того, что выпадут и решка и орел. Записать пространство элементарных событий для данного испытания. Определить подмножество, определяющее событие А.

3.16. При перевозке ящика, в котором содержались 21 стандартная и 10 нестандартных деталей, уторяна одна деталь, причем неизвестно какая. Наудачу извлеченная (после перевозки) деталь оказалась стандартной. Найти вероятность того, что была утерена: а) стандартная деталь; б) нестандартная деталь.
ТЕМА 1.4. Нахождение вероятности появления 

случайногособытия при помощи методов 

комбинаторики

Перечень понятий темы
Элементы комбинаторики: перестановки из n элементов, размещения из n элементов по k элементов, сочетания из n элементов по k элементов без возвращений и с повторениями.  

Определения понятий темы

Во многих задачах классической теории вероятностей используется комбинаторика, т.е. раздел математики, в котором изучаются различные соединения (комбинации) элементов конечных множеств.

Многие комбинаторные задачи могут быть решены с помощью двух правил – правила умножения и правила сложения.

Правило умножения: если из некоторого конечного множества первый объект (элемент 
[image: image85.wmf]a

) можно выбрать 
[image: image86.wmf]1

n

 способами, а второй объект (элемент 
[image: image87.wmf]b

) – 
[image: image88.wmf]2

n

 способами, то оба объекта (
[image: image89.wmf]a

 и 
[image: image90.wmf]b

) в указанном порядке можно выбрать 
[image: image91.wmf]2
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 способами.

Этот принцип распространяется на случай трёх или более объектов.

Пример. В группе 30 человек. Необходимо выбрать старосту, его заместителя и куратора. Сколько существует способов это сделать?

По правилу произведения общее число способов выбора старосты, его заместителя и куратора равно n1n2n3=30*29*28=24360 способов.

Правило сложения: если некоторый объект 
[image: image92.wmf]a

 можно выбрать 
[image: image93.wmf]1

n

 способами, а объект 
[image: image94.wmf]b

 можно выбрать 
[image: image95.wmf]2

n

 способами, причём первые и вторые способы не пересекаются, то любой из объектов (
[image: image96.wmf]a

 или 
[image: image97.wmf]b

) можно выбрать 
[image: image98.wmf]2
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 способами.

Пример. В ящике 300 деталей. Известно, что 150 из них – 1-го сорта, 120 – 2-го сорта, а остальные – 3-го сорта. Сколько существует способов извлечения из ящика одной детали 1-го или 2-го сорта?

Существует n1 + n2 = 150 + 120 = 270 способов извлечения одной детали 1-го или 2-го сорта.

Это правило распространяется на любое конечное число объектов.

Существуют две схемы выбора 
[image: image99.wmf]m

 элементов из заданного множества: без возвращения, когда выбранные элементы не возвращаются в исходное множество, и с возвращением, когда выбор осуществляется поэлементно с обязательным возвращением отобранного элемента на каждом шаге.

Пусть дано множество, состоящее из 
[image: image100.wmf]n

 различных элементов.

Размещением из 
[image: image101.wmf]n

 элементов по 
[image: image102.wmf]k

 элементов (
[image: image103.wmf]n

k

£

£

0

) называется любое упорядоченное подмножество данного множества, содержащее 
[image: image104.wmf]k

 элементов.


Два размещения различны, если они отличаются друг от друга либо составом элементов, либо порядком их расположения. Число размещений из 
[image: image105.wmf]n

 элементов по 
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 обозначаются символом 
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где 
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, причём         1!=1,           0!=1.

Пример. Расписание одного дня состоит из 5 уроков. Определить число вариантов расписания при выборе из 11 дисциплин.

Решение: Каждый вариант расписания представляет набор 5 дисциплин из 11, отличающихся от других вариантов, как составом дисциплин, так и порядком их следования (или и тем, и другим), т.е. является размещением из 11 элементов по 5.

 Число вариантов расписаний:
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Перестановкой из 
[image: image111.wmf]n

 элементов называется размещение из 
[image: image112.wmf]n

 элементов по 
[image: image113.wmf]n

 элементов. 


Таким образом, указать ту или иную перестановку данного множества из 
[image: image114.wmf]n

 элементов значит выбрать определённый порядок этих элементов. Поэтому любые две перестановки отличаются друг от друга только порядком следования элементов.


Число перестановок из 
[image: image115.wmf]n

 элементов обозначается символом 
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Пример.  Порядок выступления 7 участников конкурса определяется жребием. Сколько различных вариантов жеребьевки при этом возможно?

Решение: Каждый вариант жеребьёвки отличается только порядком участников конкурса, т.е. является перестановкой из 7 элементов, т.е. 

Р7 = 7! = 1*2*3*4*5*6*7 = 5040.
Сочетанием из 
[image: image118.wmf]n

 элементов по 
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 (
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) называется неупорядоченное подмножество данного множества, которое содержит 
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элементов. 


Любые два сочетания отличаются друг от друга хотя бы одним элементом (т.е. отличаются только составом элементов). Число сочетаний из 
[image: image122.wmf]n

 элементов по 
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 обозначается символом 
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Для чисел 
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 справедливы следующие тождества:
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 (правило симметрии),
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 (правило Паскаля),
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Пример. В шахматном турнире участвуют 16 человек. Сколько партии должно быть сыграно в турнире, если между любыми двумя участниками должна быть сыграна одна партия?

Решение: Каждая партия играется двумя участниками из 16 и отличается от других только составом пар участников, т.е. представляет собой сочетания из 16 элементов по 2. Их число равно: 
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Если при упорядоченной выборке 
[image: image132.wmf]k

 элементов из 
[image: image133.wmf]n

 элементы возвращаются обратно, то полученные выборки представляют собой размещения с повторениями. 

Число всех размещений с повторениями из 
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 элементов по 
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 обозначается символом 
[image: image136.wmf]k

n

A

 и вычисляется по формуле:
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Если при выборке 
[image: image138.wmf]k

 элементов из 
[image: image139.wmf]n

 элементы возвращаются обратно без последующего упорядочивания (таким образом, одни и те же элементы могут выниматься по нескольку раз, т.е. повторяться), то полученные выборки есть сочетания с повторениями. 

Число всех сочетаний с повторениями из 
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 элементов по 
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 обозначается символом 
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Например:   В конкурсе по 5 номинаций участвуют 10 кинофильмов. Сколько существует вариантов распределения призов, если по каждой номинации установлены: а) различные призы; б) одинаковые призы?

Решение: а) Каждый из вариантов распределения призов представляет собой комбинацию 5 фильмов из 10, отличающихся от других комбинацией как составом фильмов, так и их порядком по номинации (или и тем, и другим), причём одни и те же фильмы могут повторяться несколько раз (любой фильм может получить призы как по одной, так и по нескольким (включая все пять) номинациям), т.е. представляет размещение с повторениями из 10 элементов по 5. Их число равно: 
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б) Если по каждой номинации установлены одинаковые призы, то порядок следования фильмов в комбинации 5 призеров значения не имеет, и число вариантов распределения призов представляет собой число сочетаний с повторениями из 10 элементов по 5, определяемое по формуле:
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Пусть в множестве из 
[image: image146.wmf]n

 элементов есть 
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 различных типов элементов, при этом 1-й тип элементов повторяется 
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. Тогда перестановки элементов данного множества представляют собой перестановки с повторениями.


Число перестановок с повторениями (иногда говорит о числе разбиений множества) из 
[image: image152.wmf]n

 элементов обозначается символом 
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 и вычисляется по формуле
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Пример:   Сколько существует семизначных чисел, состоящих из цифр 4, 5 и 6, в которых цифра 4 повторяется 3 раза, а цифры 5 и 6 по 2 раза?

Решение: Каждое семизначное число отличается от другого порядком следования цифр, причём n1=3, n2=2, n3=2, а их сумма равна 7, т.е. является перестановкой с повторениями из 7 элементов. 

Их число равно: 
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Итоговая сводка формул приведена в следующей таблице 4.1..


Таблица 4.1

Формулы комбинаторики для выборок подмножеств без возвращения элементов множества и с возвращением элементов

	Схема выборки
	Размещения
	Перестановки
	Сочетания

	Без повторений 
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	С повторениями
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Алгоритм решения стандартной задачи

1. Условие задачи:

а) Определить случайное событие, соответствующее вопросу задачи.

б) Записать число элементов заданного основного множества исходов испытания (n) и исходов испытания благоприятствующих для формирования подмножеств искомого события (m).

в) Записать условие формирования случайного события, вероятность которого надот найти (k).

г) По вопросу задачи определить неизвестную величину.

2. Решение:

а) Определить тип и свойства подмножеств, которые формируются по условияю задачи из основного множества исходов испытани.

б) Определить формулу комбинаторики соответствующую типу множества.

в) Найти по выбранной формуле число благоприятствующих исходов для данного случайного события (M) и число всех исходов для данного испытания (N).

г) Записать формулу для нахождения вероятности случайного события.
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д) Осуществить расчёт по этой формуле.

3. Сформулировать полный ответ задачи. 

Стандартная задача

В урне находится 7 красных и 6 синих шаров. Из урны одновременно вынимают 2 шара. Какова вероятность того, что оба шара красные?
1. Условие задачи:

а) А - событие, что вынутые из урны наудачу два шара окажутся красного цвета.

б) В урне всего n = 13 шаров, из них красных шаров m = 7.

в) Для осуществления события А выбирают неупорядоченные подмножества по 2 элемента (шара) из общего количества.

г) Найти вероятность появления события А:         Р(А) - ?

2. Решение:

а) Для осуществления события А выбирают неупорядоченные подмножества по 2 элемента (шара) из общего количества и из благоприятствующих. 

б) Так как подмножества неупорядоченные, то надо использовать формулу подсчета, числа сочетаний из n элементов по m элементов без возвращений.

в) 

M = 
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M = C27 = 
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 = 21/78 = 7/26
3. Ответ: Вероятность, что наудачу вынутые из урны два шара окажутся красными равна 7/26.

Задачи для самостоятельного решения

4.1 Подбрасывают две игральные кости. Найти вероятность того, что на них в сумме окажется 10 очков.

4.2 Набирая номер телефона, абонент забыл последние 3 цифры и набрал их наудачу, помня, что они различны. Найти вероятность того, что набраны нужные цифры.

4.3 Слово СЛОН составлено из карточек, на каждой из которых написана одна буква. Затем карточки смешивают, и вынимаю без возврата по одной. Найти вероятность случая, когда буквы вынимаются в порядке заданного слова.

4.4 Слово МАТРОС составлено из карточек. Карточки перемешали. Найти вероятность того, что из 4-х случайно выбранных карточек и расположенных по порядку получится слово ТРОС.

4.5 Слово МАТЕМАТИКА  составлено из карточек, на каждой из которых написана одна буква. Затем карточки смешивают, и вынимаю без возврата по одной. Найти вероятность случая, когда буквы вынимаются в порядке заданного слова. 

4.6 В урне 10 шаров: 6 белых и 4 черных. Вынули два шара. Какова вероятность того, что оба шара белые.

4.7 В ящике лежат 15 красных, 9 синих и 6 зелёных шаров. Какова вероятность того, что вынуты 1 зелёный, 2 синих и 3 красных шара?

4.8 В группе 12 студентов, среди которых 8 отличников. По списку отбирают 9. Найти вероятность того, что отберут 5 отличников.

4.9 В партии из 50 изделий 5 бракованных. Из партии выбираются наугад 6 изделий. Определить вероятность того, что среди 6 изделий 2 окажутся бракованными.

4.10 В коробке 5 красных, 3 зелёных, 2 синих карандаша. Наудачу без возвращения извлекают 3 карандаша. Найти вероятность следующих событий:

А – все извлёченные карандаши разного цвета,

В - все извлечённые карандаши одного цвета,

С – среди извлечённых карандашей один синий,

Д - среди извлечённых карандашей в точности 2 одного цвета.

4.11 Первенство по футболу оспаривают 18 команд, среди которых 5 лидирующих. Путем жеребьевки команды распределяются на две группы по 9 команд в каждой. Какова вероятность попадания всех лидирующих команд в одну группу (соб. А)? Какова вероятность попадания двух лидирующих команд в одну группу и трех – в другую (соб. В)?

4.12 Девять различных книг расставлены наудачу на одной полке. Найти вероятность того, что четыре определенные книги окажутся поставленными рядом.

Задачи повышенной сложности

4.13  Студент знает ответы на 20 теоретических вопросов из 30 и может решить 30 задач из 50 предлагаемых на зачёте. Найти вероятность того, что студент полностью ответит на билет, который состоит из двух теоретических вопросов и одной задачи.
4.14 В шкафу находятся 10 пар ботинок.   Из них наугадвыбирают четыре ботинка.  Найдите вероятность того, что среди выбранных ботинок отсутствуют парные.
4.15 А и  В и ешё 9 человек стоят в очереди. Определить вероятность того, что  А и В отделены друг от друга тремя лицами?

4.16 Лифт начинает двигаться с четырьмя пассажирами и останавливается на 10 этаже. Какова вероятность, что никакие два пассажира не выйдут на одном этаже.

4.17 Из цифр 1,2,3 случайным образом составляют шестизначное число. Требуется найти вероятность того, что цифра 1 встречается 3 раза, цифра 2 встречается 2 раза, а цифра 3 – 1 раз.

4.18 В лифт семиэтажного дома на первом этаже вошли три человека. Каждый из них случайным образом может выйти на любом из этажей, начиная со второго. Найдите вероятности следующих событий: А — все пассажиры выйдут на четвертом этаже; В — все пассажиры выйдут на одном и том же этаже; С — все пассажиры выйдут на разных этажах.
4.19 Из колоды в 36 карт наудачу извлекают 10 карт. Найдем вероятность Р(А) того, что среди выбранных карт окажутся четыре карты пиковой масти, три — трефовой, две — бубновой и одна — червовой.
4.20 В урне имеются четыре шара различного Цвета. Наудачу из урны извлекают шар и после определения его цвета возвращают обратно. Найти вероятность того, что срди восьми выбранных шаров будут только шары одного Цвета (событие А)? будет по два шара разного цвета (событие В).
4.21 Какова вероятность того, что два определенных студента будут посланы на практику в Лабинск, если предоставлено 6 мест в г. Лабинск, 10 - в г. Анапу и 4 - в г. Тимашевск?
4.22 Из 25 студентов группы, 12 занимаются научной работой на кафедре бухгалтерского учета, 7 - экономического анализа, остальные - на кафедре статистики. Какова вероятность того, что два случайно отобранных студента занимаются научной работой на кафедре статистики.
4.23 Замок камеры хранения открвается при наборе определенной комбинации из четырех цифр от 0 до 9. Пассажир забыл свой номер и набирает комбинацию наугад. Найти вероятность того, что он откроет замок с первого раза.
ТЕМА 1.5. ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТИ

Перечень понятий темы

Мера множества. Геометриическая схема. Геометрическое определение вероятности появления случайного события.

Определения понятий темы

Геометрическое определение вероятности обобщает классическое на случай бесконечного множества элементарных исходов Ω тогда, когда Ω представляет собой подмножество пространства R (числовой прямой), R
[image: image169.wmf]2

(плоскости), R3  (пространства) или R
[image: image170.wmf]n

(n-мерного евклидова пространсива).

Под мерой µ(А) множества А следует понимать его длину, площадь или объем в зависимости от того, какому пространству принадлежит Ω: в R, в R
[image: image171.wmf]2

 или в R3 (R
[image: image172.wmf]n

).

Геометриическая схема, если:

· пространство элементарных исходов Ω имеет конечную меру;

· вероятность Р(А) попадания случайно брошенной точки в любое подмножество Ω пропорциональна мере µ(А) этого подмножества;

· вероятность Р(А) попадания случайно брошенной точки в любое подмножество Ω не зависит от его формы и расположения.

Вероятностью случайного события А называют число  Р(А), равное отношению меры множества А к мере множества Ω:

Р(А) = 
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Данное определение вероятности события назывется геометрическим определением вероятности. Вероятность определенной по этой формуле называют геометрической вероятностью. 

Геометрическая вероятность сохраняет все свойства, сформулированные в классической схеме.

Алгоритм решения стандартной задачи

1. Условие задачи:

а) Определить случайное событие, соответствующее вопросу задачи.

б) Записать условие формирования случайного события, вероятность которого надот найти

в) Записать условия определения меры события µ(А) и меры пространства элементарных  исходов µ(().

2. Решение:

а) Определить меру события µ(А) и меру пространства элементарных  исходов µ(().

б) Найти геометрическую вероятность по формуле Р(А) = 
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в) Осуществить расчёт по этой формуле.

3. Сформулировать полный ответ задачи. 

Стандартные задачи

Стержень разламывается на две части в случайной точке, равномерно распределенной по длине стержня. Найти вероятность того, что меньший обломок имеет длину, не превосходящую одной трети длинны стержня. 

1. Решение. 

Обозначим длину стержня L, а расстояние от точки разлома от одного (фиксированного) конца стержня – х. Тогда µ(() = L
Описанное событие произойдет тогда и только тогда, когда либо х ≤ L/3, либо х ≥ 2L/3, то есть:

µ(А) = (L/3 + L/3)

Искомая вероятность равна:

Р(А) = (L/3 + L/3)/ L = 2/3.

Задача Бюффона. На плоскость, расчерченную параллельными прямыми, находящимися на расстоянии 2а друг от друга, случайно брошена игла длинны 2l (l < a). Найти вероятность пересечения иглы с какой-нибудь из параллельных прямых. 
1. Решение:

Обозначим через х - расстояние от середины иглы до ближайшей прямой, 
[image: image175.wmf]j

 - острый угол между иглой и параллельной прямой (рис. 1.5.1). Координаты (х, 
[image: image176.wmf]j

), определяющие положение иглы относительно параллельных прямых, удовлетворяют условиям 0 ≤ х ≤ а, 0 ≤ 
[image: image177.wmf]j

 ≤ π. 

Другими словами, середина иглы может попасть в любую из точек прямоугольника со сторонами а и π
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Рис. 1.5.1

Как видно из рис. 1.5.1 игла пересечет ближайшую к ней параллель при условии х 
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, т.е. если серидина иглы попадет в любую из точек фигуры, заштрихованной на рисунке. Таким образом, на плоскости (х, 
[image: image180.wmf]j

), заштрихованную область можно рассматривать как µ(А). По формуле геометрической вероятности
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На плоскости начерчены две концентрические окружности, радиусы которых 5 и 10 см соответственно. Найти вероятность того, что точка, брошенная наудачу в большой круг, попадёт в кольцо, образованное построенными окружностями

Предполагается, что вероятность попадания точки в плоскую фигуру пропорциональна площади этой фигуры и не зависит от её расположения относительно большого круга.

Решение: Площадь кольца (фигуры g): µ(А) = Sg= 
[image: image183.wmf]p
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Площадь большого круга (фигуры G): µ(() = SG = 
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Рис. 1.5.2
Р(А) = 
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Задача о встрече: Два лица А и В условились встретится в условном месте, договорившись только о том, что каждый является туда в любой момент между 11 и 12ч. И ждёт в течение 30 мин. Если партнёр к этому времени не пришёл или уже успел покинуть установленное место, встреча не состоится. Найти вероятность того, что встреча состоится.

Решение: Обозначим моменты прихода в определенной место лиц А и В соответственно через х и у.

В прямоугольной системе координат Оху возьмём за начало отсчёта 11ч., а за единицу измерения - 1ч. По условию 
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. Этим неравенствам удовлетворяют координаты любой точки, принадлежащей квадрату OKLM со стороной, равной 1 (рис.1).

     
Рис. 1.5.3
Событие С – встреча двух лиц – произойдет, если разность между х и у не превзойдёт 0.5ч (по модулю), т.е.
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 Решение этого неравенства есть полоса 
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, которая внутри квадрата на рис. Представляет заштрихованную область g.
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Тогда искомая вероятность:  
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Задачи для самостоятельного решения

5.1. На отрезок АВ длины а наудачу нанесена точка С. Найти вероятность того, что меньший из отрезков АС и СВ имеет длину, большую чем а/6.

5.2. Противник в течении часа делает один десятиминутный налет на участок шоссе. В течение этого же часа нужно преодолеть этот опасный участок шоссе. С какой вероятностью можно избежать налета, если время преодоления опасного участка пять минут?

5.3. Какова вероятность того, что корни уравнения х2 + px + q = 0 , действительными, если p и q уравнения выбираются на удачу из отрезка [0; 1]?

5.4. В круг вписан квадрат. Какова вероятность того, что точка наудачу поставленная в круге, окажется внутри квадрата?
5.5. Известно, что телефонный звонок должен последовать от 11 ч до 11 ч 30 мин. Какова вероятность того, что звонок произойдет в последние 10 минут указанного промежутка, если момент звонка случаен?

5.6. В шар вписан куб. Найти вероятность того, что выбранная наудачу внутри шара точка окажется внутри куба.

5.7. Два приятеля условились встретиться в определенном месте между 2 и 3 часами дня. Пришедший первым ждет другого в течение 10 минут, после чего уходит. Чему равна вероятность встречи приятелей. Если приход каждого из них в течение указанного часа может произойти в любое время?

5.8. В эллипс х2 /16 + у2 /25 = 1 вписана окружность х2  + у2  = 9. Наудачу в эллипс брошена точка. Найти вероятность, что она попадет в круг?

Задачи повышенной сложности

5.9. В любой момент времени промежутка T равновозможны поступления в приемник двух сигналов. Приемник считается забитым, если разность по времени между сигналами t меньше T. Какова вероятность, что приемник будет забит?

5.10. На бесконечную шахматную доску со стороной квадрата а бросается на удачу монета радиуса r, 2r < a. Найти вероятность рk  того, что монета будет иметь общие точки с k квадратами, k = 1, 2, 3, 4.

5.11. На паркет, случайно падает монета радиуса r, 2r < a. Найти вероятность того, что монета целиком окажется внутри маленького квадрата.

5.12. На квадрат случайно с равномерным распределением бросается частица. Найти вероятность того, что она удалена от вершин квадрата на расстояние, не меньшее половины длинны стороны квадрата.

ТЕМА 1.6. АКСИОМАТИЧЕСКОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТИ

Перечень понятий темы

Аксиоматическое определение вероятности.Вероятностное пространство.

Определения понятий темы

Числовую функцию, заданную на σ – алгебре называют вероятностью (или вероятностной мерой), если она удовлетворяет следующим аксиомам:

1°. Р(А)≥0 для всех А
[image: image197.wmf]Î

А (σ – алгебре) (неотрицательность Р);

2°. Р(Ω)=1 (нормированность Р);

3°. Р(А+В)=Р(А)+Р(В), если АВ=Ø (аддитивность Р);

4°. Если Аn↓Ø, т.е. А1
[image: image198.wmf]Ê

А2
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… и 
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(непрерывность Р).

Из этих аксиом вытекают следующие свойства вероятности:

1) Если А
[image: image202.wmf]Í

В, то:
Р(В\А) = Р(В) - Р(А).
↓Так как В = А + (В\А) и А∩(В\А)= Ø, то по аксиоме 3:

Р(В) = Р(А) + Р(В\А)      (1)

Отсюда:
Р(В) - Р(А) = Р(В\А)

2) Если А
[image: image203.wmf]Í

В,     то Р(А) ≤ Р(В)    следует из  (1).
3) Для любого А
[image: image204.wmf]Î

А (σ – алгебре):
0 ≤ Р (А) ≤ 1

↓Следует из 2), так как  
Ø 
[image: image205.wmf]Í

А
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Ω.

Р(Ø) ≤ Р (А) ≤ Р(Ω)

4) Р(
[image: image207.wmf]__

А

) = 1- Р (А).
↓Следует из аксиомы 3°, так как  А+ 
[image: image208.wmf]__
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= Ω,  А
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5) Р(Ø) = 0.
↓Следует из 4) и аксиомы 2°.

6) Имеет место конечная аддитивность: если АiAj= Ø для любых i ≠ j, то 
Р(А1+А2+…+Аn)=
[image: image210.wmf]å
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↓Следует из аксиомы 3°. Доказывается по индукции.

7) Для любых событий А1, А2,…, An 
P(
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[image: image212.wmf]å

=

n

k

1

P (Ak)            (3)

Представим 
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 Ak  в виде суммы попарно несовместных событий 

Вk = Ak \(А1UА2U … UAk-1):
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По свойству аддитивности 6) имеем

Р(
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Откуда следует (3), так как   Р(Вk) ≤ Р(Ak).

8) Для любых событий А и В: 
Р(AUB) = P(A) + P(B) – P(AB).

Следует из AUB = А + (В\АВ), аксиомы 3°: 

Р(АUB) = P(A) + P(B\AB) и свойства 1): Р(В \ АВ) = Р(В) – Р(АВ).

Аксиомы 3° и 4° можно заменить одной аксиомой счетной аддитивности (или, как еще говорят, аксиомой σ-аддитивности). 

3*. Если события Аn в последовательности А1, А2, …, Аn попарно несовместны, то:                        Р(
[image: image218.wmf]å

¥

=

1

n

Аn) = 
[image: image219.wmf]å

¥

=

1

n

P(An).                     (4)

Теорема. Система аксиом 1°, 2°, 3°, 4° равносильна системе аксиом 1°, 2°, 3*.

Доказательство. Пусть справедливы аксиомы 1°, 2°, 3°, 4°, и пусть Аn – последовательность попарно несовместных событий. Обозначим 
Вn =
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Тогда А при любом n разлагается на конечную сумму попарно несовместных событий

А = А1+А2+ … + Аn+Bn,

поэтому 

Р(А) = 
[image: image222.wmf]å
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Так как Вn↓Ø, т.е. В1
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В2
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 … и 
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Вn= Ø, то по аксиоме 4° имеем Р(Вn)↓0. Отсюда вытекает счетная аддитивность (4).

Пусть теперь выполнены аксиомы 1°, 2°, 3*, и пусть Вn↓Ø. Обозначим
Аn=Bn\Bn+1,                     n = 1, 2, …
События Аn попарно несовместны и 

В1=
[image: image226.wmf]å

¥

=

1

n

Аn,                 Bn=
[image: image227.wmf]å

¥

=

n

k

Ak,

поэтому по аксиоме 3* ряд Р(B1) = 
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[image: image229.wmf]сходится, и сумма остатка этого ряда   Р(Вn) = 
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Теорема доказана.

Система аксиом 1°, 2°, 3°, 4° или 1°, 2°, 3* определяет вероятную меру на σ-алгебре А пространства Ω. Эта система аксиом предложена А.Н. Колмогоровым.

Происхождение аксиом 1°, 2°, 3° можно объяснить, исходя из свойства статической устойчивости частот. Пусть А и В – несовместные события, N(A)/N и N(B)/N – их относительные частоты в какой либо длинной серии наблюдений. Так как N(A)≥ 0, то N(A)/N ≥ 0, следовательно, то число Р(А), к которому близко отношение N(A)/N, должно быть неотрицательным.

Для достоверного события N(Ω) = N, поэтому надо потребовать Р(Ω) = 1. Для несовместных событий N(A + B) = N(A) + N(B), откуда 

N(A+B)  = N(A)  + N(B) ,

N            N            N
что и приводит к аксиоме 3°.

Аксиома 4° (или 3*) имеет несколько другое происхождение, связанное не с реальным свойством устойчивости частот, а с нуждами развиваемой на основе аксиоматики математической теории. Поясним сказанное на примере. Пусть на единичный квадрат бросается случайно частица, причем вероятность попадания в любой внутренний квадрат со сторонами, параллельными сторонам основного квадрата, равна площади меньшего квадрата. С помощью аксиомы 3° отсюда можно получить вероятность попадания в любую фигуру, составленную из суммы конечного числа квадратов. Но нам хотелось бы иметь также возможность находить вероятность попадания в более сложные фигуры, например в круг. Это можно сделать с помощью аксиомы 3*, приближая круг фигурами, составленными из конечных сумм таких квадратов.

Тройка (Ω, σ, Р), состоящая из пространства элементарных исходов Ω, с σ – алгеброй событий, и определенной на σ - алгебре вероятностью Р, называется вероятностным пространством.
ТЕМА 1.7. ТЕОРЕМА О ВЕРОЯТНОСТИ СУММЫ СЛУЧАЙНЫХ СОБЫТИЙ
Перечень понятий темы

Вероятность суммы случайных событий для совместных и несовместных событий. Полная группа случайных собтий.
Определения понятий темы

Если в аксиоматическом определении вероятности вероятность суммы случайных событий для несовместных событий выступает как аксиома аддитивности, то в классической схеме доказывается следующая теорема.
Теорема. Вероятность суммы двух несовместных событий равна сумме их вероятностей, 
Р (А + В) = Р (А) + Р (В)

Доказательство: Пусть п – число всех исходов испытания, 
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- число благоприятствующих для А, 
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- число благоприятствующих для В.

Тогда, как сумма случайных событий соответствуют определению множеств исходов, то 
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По определению вероятности: 
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Что и требовалось доказать.

Следствие:

1) 
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Замечание. События несовместные и единственно - возможные для данного испытания образуют полную группу по отношению к этому испытанию.

Если события А, В, С, …, К - образуют полную группу для данного испытания, то


Р (А) + Р (В) + Р (С) + … + Р (К) = 1

Теорема. Вероятность суммы двух совместных событий равна:
Р(AUB) = P(A) + P(B) – P(AB)

Это утверждение справедливо для любого конечного числа случайных совместных событий.

Алгоритм решения стандартной задачи

1. Условие задачи

а) Определить случайные события по тексту задачи.

б) Определить сумму случайных событий по вопросу задачи.

в) Обосновать несовместь или совместность элементарных случайных событий.

г) Записать число благоприятствующих исходов и число всех исходов для каждого случайного события.

д) По вопросу задачи определить неизвестную величину.

2. Решение

а) Записать формулу, вытекающую из теоремы о вероятности суммы.

б) Осуществить расчёт по этой формуле.

3. Сформулировать полный ответ задачи.

Стандартная задача

В коробке находятся 5 чёрных, 10 белых и 3 красных шара. Наудачу достаём один шар. Какова вероятность, что шар будет белый или красный?

1. Условие задачи

а) А - событие, что шар чёрный. В - событие, что шар белый; С - событие, что шар красный.

б) В + С - это событие, что шар будет белый или красный.

в) Все три события несовместны, т.к. например, если мы, случайно, достаём красный шар, то он не может быть одновременно чёрным или белым.

г) Для события А: число благоприятствующих исходов m1 = 5, для 
В: число благоприятствующих исходов m2 = 10, для С: число благоприятствующих исходов m3 = 3. 
Общее число исходов для всех трёх событий n = 18.

д) Найти вероятность события, что шар будет белый или красный: 
Р (В + С) - ?

2. Решение:

Р (В + С) = Р (В) + Р (С) = 
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б) Р (В + С) = 10/18 + 3 /18  = 13 /18   = 0,72.

3. Ответ: Вероятность случайного события, что шар, наудачу взятый из коробки, будет белый или красный равна 0,72 или 72 %.

Задачи для самостоятельного решения
7.1 На грядке растёт клубника трёх видов. Численность каждого вида соответственно 200, 600, 50. Случайно выбирают одно растение. Какова вероятность, что выбрали клубнику 2-го или 3-го вида?
7.2 Известно, что в коробке среди деталей, поступающих к сборщику в сборочный цех, находится: 80 деталей первого сорта, 200 деталей второго сорта и 1650 деталей третьего. Наудачу сборщик берет одну деталь. Какова вероятность, что она будет первого или второго сорта?
7.3 В искусственном бассейне содержится 20 лещей, 12 карпов, 15 окуней и 13 карасей. Наудачу вылавливают одну рыбу. Какова вероятность, что это лещ или окунь?
7.4 События А, В, С, Д образуют полную группу. Вероятности событий таковы: Р (А) = 0,1,  Р (В) = 0,4,  Р (С) = 0,3. Чему равна вероятность события Д?
7.5 На опытной делянке для рассады растёт 20 % роз, 10 % гладиолусов, 38 % астр, а остальные флоксы. Наудачу берут один кустик рассады. Какова вероятность, что это будет флокс?
7.6 Посевная годность семян разделяются по ГОСТу на 1, 2, 3 классы и некондиционные семена. Известно, что в пробе из 100 зёрен находятся 30 семян 1 класса, 25 - 2 -го, 15 – 3-го, а остальные некондиционные. Наудачу из пробы выбирается одно зерно. Какова вероятность, что это зерно 1 или 2 класса? Какова вероятность, что это будет некондиционное зерно? 
7.7 В лотерее разыгрывается 1000 билетов. Из них 15 выигрывают по 50 000 руб., 25 – по 10 000 руб., 60 -  по 5000 руб. Играющий приобрел один билет. Какова вероятность выиграть не менее 10 000 руб.?  Какова вероятность полного проирыша?
7.8 В коробке 12 цветных карандашей (все разного цвета). Наудачу достали один карандаш. Какова вероятность, что он белый или розовый?
Задачи повышенной сложности

7.9 В коробке 5 синих, 4 красных и 3 зеленых карандаша. Наудачу вынимают 3 карандаша. Какова вероятность того, что все они одного цвета?  Указание: решить задачу, опираясь на методы комбинаторики.
7.10 На стеллаже библиотеки в случайном порядке расставлено 15 учебников, причем 5 изних в мягком переплете. Библиотекорь берет наудачу 3 учебника. Найти вероятность того, что хотя бы один из взятых учебников окажется в мягком переплете (решить задачу, опираясь на методы комбинаторики).
7.11 Из колоды в 36 карт наудачу достали две карты. Какова вероятность того, что это два туза или дама и король?
ТЕМА 1.8. ТЕОРЕМА О ВЕРОЯТНОСТИ ПРОИЗВЕДЕНИЯ НЕЗАВИСИМЫХ СЛУЧАЙНЫХ СОБЫТИЙ

Перечень понятий темы

Независимые случайные события. Вероятность произведения независимых случайных событий.

Определения понятий темы

События называются независимыми, если вероятность одного из них не зависит от появления или непоявления другого события.

Теорема. Вероятность произведения 2-х независимых событий равна произведению вероятностей этих событий

Р (А В) = Р (А) Р (В)

Доказательство: Пусть п- число всех исходов испытания, тогда 
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По определению вероятности: 
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Эта теорема справедлива для любого конечного числа случайных событий.
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Алгоритм решения стандартной задачи

1. Условие задачи.

а) По тексту задачи определить  случайные события.

б) Определить по вопросу задачи событие, состоящее из произведения (или из суммы и произведения) случайных событий.

в) Обосновать независимость случайных событий.

г) Записать число благоприятствующих исходов и число всех исходов для каждого случайного события. Определить и записать вероятности случайных событий.

д) По вопросу задачи определить неизвестную величину.

2. Решение задачи.

а) Записать формулу, вытекающую из теоремы вероятности произведения случайных событий. (Для сложного события, составленного из произведения и суммы элементарных событий использовать теоремы суммы и прозведения).

б) Осуществить расчёт по этой формуле.

3. Сформулировать полный ответ задачи.
Стандартная задача 1
К контролёру ОТК поступили 2 коробки деталей из 2-х цехов. В первой коробке 20 деталей, из них 3 с дефектом, во второй 45 деталей, из них 4 с дефектом. Контролёр берёт наудачу по одной детали из каждой коробки. Какова вероятность, что они обе с дефектом?

1. Условие задачи.

а) А - событие, что деталь из 1-й коробки с дефектом. 
В - событие, что деталь из 2-й коробки с дефектом.

б) А В - событие, что деталь из 1-й коробки и деталь из 2-й коробки с дефектом.

в) Событие А и В независимы, т.к. детали находятся в разных коробках.

г) Для события А: n1 = 20, m1 = 3. Для события В: n2 = 45, m2 =4.

д) Найти вероятность того, что обе детали с дефектом


Р (А·В) - ?  

2. Решение:

Р (А В) = Р (А) Р (В) = 
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Р (А В) = 
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3. Ответ: Вероятность события, что обе детали с дефектом равна 0,11 или 11%.

Стандартная задача 2
Монета брошена 2 раза. Найти вероятность того, что герб выпадет один раз.

1. Условия задачи

а) А1 - событие, что выпадет герб, А2 - событие, что выпадет цифра.

б) При двукратном подбрасывании монеты, возможно, что герб выпадет первый раз, а второй раз нет, или не выпадет при первом подбрасывании, а выпадет при втором. Это событие соответствует алгебраической записи: А1А2 + А2 А1
в) События А1 и А2 независимы.

г) Для события А1: n1 = 2, m1 = 1.   Для события А2: n2 = 2, m2 = 1.

д) Найти вероятность того, что герб выпадет один раз (или в первом случае или во втором) Р (А1А2 + А2 А1).

2. Решение:
Р (А1А2 + А2 А1) = Р (А1А2) + Р (А2 А1) = Р (А1) Р (А2) + Р (А2) Р (А1)
Р (А1А2 + А2 А1) = ½ ½ +½ ½ = ½

3. Ответ: Вероятность, что при 2-х подбрасываниях герб выпадет один раз, будет равна 0,5

Задачи для самостоятельного решения
8.1 Вероятность того, что стрелок при одном выстреле попадёт в мишень, равна 0,9. Стрелок произвёл 3 выстрела. Найти вероятность того, что все три выстрела дали попадание.
8.2 Вероятность выполнения плана одной бригадой 0,75, а другой 0,9. Найти вероятность выполнения плана двумя бригадами.
8.3 Имеется две партии яиц в инкубаторе. В первой партии 70 % цыплят жизнеспособны, во второй 80 % жизнеспособны. Взяли по одному цыплёнку из каждой партии. Какова вероятность, что они оба выживут?
8.4 У селекционера три сорта семян. Известно, что из 100 семян одного сорта прорастёт 80, из 100 семян другого сорта в этих же условиях - 60, а третьего - 90. Он берёт по одному зерну каждого сорта. Какова вероятность, что все три зерна прорастут?
8.5 В хозяйстве 20 % машин составляют полуторки, 50 % имеют грузоподъёмность в две тонны и 30 % - в три тонны. Две случайно оказавшиеся свободными машины были посланы за грузом. Его оказалось 5 тонн. Какова вероятность, что посланные машины сумели его полностью забрать?
8.6 Некоторая вакцина эффективна на 75 % в формировании иммунитета. Провакцинировали 3-х животных. Определить вероятность того,  что все животные приобрели иммунитет; приобрели иммунитет только два животных из группы.
8.7 Вероятность того, что примется первый из 2-х саженцев равна 0,8 для второго эта вероятность 0,6. Определить вероятность того, что примутся оба саженца и вероятность того, что примется, по крайней мере один из двух.
8.8 Два стрелка стреляют по мишени. Вероятность попадания в мишень при одном выстреле для первого стрелка равна 0,7, а для второго – 0,8. Найти вероятность того, что при одном залпе в мешень попадет только один из стрелков. Найти вероятность того, что при одном залпе попадет хотя бы один из стрелков.
8.9 Вероятность одного попадания в цель при одном залпе из двух орудий равна 0,38. найти вероятность поражения цели при одном выстреле первым из орудий, если известно, что для второго орудия эта вероятность равна 0,8.
Задачи повышенной сложности

8.10 Вероятность того, что при одном измерении некоторой физической величины будет допущена ошибка, превышающая заданную точность, равна 0,2. Произведены 3 независимых измерения. Найдите вероятность того, что не более чем в одном измерении будет допущена ошибка.
8.11 Коэффициенты использования рабочего времени у двух комбайнов соответственно равны 0,8 и 0,6. Считая, что остановки в работе каждого комбайна возникают случайно и независимо друг от друга, определить относительное время: 1) совместной работы комбайнов; 2) работы только одного комбайна 3) простой обоих комбайнов.
8.12 На участке две бригады. Вероятность выполнения плана первой бригадой равна 0,8, а вероятность выполнения плана второй – 0,9. Найти: 1) вероятность выполнения плана участком; 2) вероятность выполнения плана только одной бригадой участка; 3) вероятность выполнения плана хотя бы одной бригадой участка.
8.13 Два игрока поочередно бросают игральную кость. Выигрывает тот, у которого первым появится шесть очков. Найти вероятность выигрыша каждого игрока.
ТЕМА 1.9. ВЕРОЯТНОСТЬ ПОЯВЛЕНИЯ ХОТЯ БЫ ОДНОГО 

ИЗ СОБЫТИЙ НЕЗАВИСИМЫХ В СОВОКУПНОСТИ
Перечень понятий темы

Вероятность появления хотя бы одного события.

Определения понятий темы

Теорема. Вероятность появления хотя бы одного из событий А1, А2, … Аn , независимых в совокупности, равна разности между единицей и произведением вероятностей противополжных событий 
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Вычисление вероятности появления хотя бы одного события осуществляется по формуле: Р (А) = 1 - Р (
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Если вероятность появления события А1, А2, …, Аn равны, то формулу можно записать:  Р (А) = 1 - Рn (А).

Обозначим Р(А) = 1 - Р(А) = q,  тогда: 
Р (А) = 1 - qn
Для решения стандартной задачи используется алгоритм предыдущей темы.

Стандартная задача 1

3 стрелка попадают в мишень соответственно с вероятностями 0,9; 0,8; 0,7. Какова вероятность того, что при одном выстреле хотя бы один из них попадёт в мишень?

1. Условие задачи

а) А1 - событие, что попадёт 1-ый стрелок, А2 - событие, что попадёт 2-ой. А3 - событие, что попадёт 3-й стрелок.

б) Событие А - попадание в мишень хотя бы одним стрелком

Противоположным этому событию будет событие, что ни один стрелок не попадёт в цель.       
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в) События А1, А2, А3 - независимые.

г) Р (А1) = 0,9,      Р (А2) = 0,8,     Р (А3) = 0,7.

д) Найти вероятность того, что хотя бы один стрелок попадёт в цель Р (А) - ?

2. Решение:
Р (А) = 1 - Р (
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3. Ответ. Вероятность того, что хотя бы один стрелок попадёт в цель, равна 0,994.

Стандартная задача 2

Вероятность хотя бы одного попадания в цель при 4 независимых выстрелах равна 0,9984. Найти вероятность попадания при одном выстреле.

1. Условие задачи:
а) А1 - событие, заключающееся в том, что стрелок при 1 выстреле попадёт в цель;  А2 - что при втором, А3 - что при третьем, А4 - что при четвертом.

б) А  событие, что произойдёт хотя бы одно попадание в цель.

в) А1, А2, А3, А4 - независимы по условию задачи.

г) Вероятность хотя бы одного попадания в цель Р (А) = 0,9984.

д) Найти вероятность попадания при одном выстреле

     Р (А1) = Р (А2) = Р (А3) = Р (А4) = р - ?

2. Решение задачи

а) Вероятность хотя бы одного попадания в цель определяется по формуле 

Р (А) = 1 - qn             q = Р (
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Из этой формулы находим q - вероятность одного не попадания в цель стрелком

qn = 1 - Р (А)

q = 
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Тогда вероятность одного попадания в цель Р = 1 - q = 1 - 0,2 = 0,8.

3. Ответ: Вероятность попадания стрелком в цель при одном выстреле равна 0,8, если вероятность хотя бы одного попадания при 4-х выстрелах равна 0,9984.

Задачи для самостоятельного решения
9.1 Вероятность того, что в каждой из трёх областей лето будет засушливым равны соответственно 0,6; 0,7; 0,8. Найти вероятность того, что лето будет засушливым: а) во всех трёх областях; б) хотя бы в одной области.
9.2 Вероятность того, что из взятого случайным образом зерна вырастет колос, содержащий не менее 50 зерен равна 0,6. Требуется вычислить вероятность того, что из взятых наудачу 5 зерен вырастет хотя бы один колос, содержащий не менее 50 зерен.
9.3 Процесс обработки детали состоит из трёх последовательных операций, на каждой из которой вероятность получения бракованной продукции равна 0,02. Продукция считается бракованной, если брак допускается хотя бы на одной из операций обработки детали. Определить вероятность получения бракованной продукции в результате обработки детали.
9.4 Вероятность установления в данной местности устойчивого снежного покрова в октябре равна 0,1. Определить вероятность того, что в ближайшие три года в этой местности устойчивый снежный покров в октябре: а) не установится ни разу; б) хотя бы один раз.
9.5 Вероятность того, что событие хотя бы один раз появится в трёх независимых испытаниях, равна 0,936. Найти вероятность появления события в одном испытании.
9.6 Вероятность выполнения плана на строительной площадке первой бригадой 0,65, второй 0,9, а третьей 0,8. Найти вероятность выполнения плана хотя бы одной бригадой.
9.7 Из полной колоды карт (52 шт.) одновременно вынимают четыре карты. Найти вероятность того, что среди этих четырех карт будет хотя бы одна бубновая или одна червонная карта.
9.8 Вероятность заражения свинным гриппом хотя бы одного животного из трёх отобранных для исследований, равна 0,973. Определить вероятность заражения свинным гриппом одного животного из группы.
Задачи повышенной сложности 
9.9 Вероятности того, что нужная деталь находится в первом, втором, третьем или четвертом ящике, соответственно равны 0,6, 0,7, 0,8, 0,9. Найти вероятности того, что эта деталь находится: а) не более, чем в трех ящиках; б) не менее, чем в двух ящиках.
9.10 Среди партии из 100 изделий 10 бракованных. С целью контроля из этой партии отбирают наудачу 7 изделий. Если среди них окажется более двух бракованных, то бракуется вся партия изделий. Какова вероятность того, что партия изделий будет забракована?
9.11 Какова вероятность того, что в группе из n случайно отобранных студентв хотя бы у двоих окажется один и тот же день рождения?
9.12 В партии из 50 изделий 4 нестандартных. Определить вероятность того, что среди выбранных наудачу 10 изделий есть хотя бы одно нестандартное.
ТЕМА 1.10. ВЕРОЯТНОСТЬ ПРОИЗВЕДЕНИЯ ЗАВИСИМЫХ 

СОБЫТИЙ

Перечень понятий темы

Условная вероятность. Зависимые события. Вероятность произведения зависимых событий.

Определения понятий темы

Условной вероятностью события А по событию В называют величину равную отношению числа исходов для события АВ к числу всех исходов для В.
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Если  N – общее число испытаний, тогда получим:
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Таким образом вероятность события В, вычисленная при условии, что имело место событие А, называется условной вероятностью события В и равна:
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Событие А называется независимым от события В, если вероятность события А не зависит от того, произошло событие В или нет. Событие А называется зависимым от события В, если вероятность события А меняется в зависимости от того, произошло событие В или нет.

Или более точное определение: события А и В, имеющие ненулевую вероятность, называются независимыми, если условная вероятность А при условии В совпадает с безусловной вероятностью А и если условная вероятность В приусловии А совпадает с безусловной вероятностью В, т.е.:
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В классической схеме можно доказать теорему о вероятности произведения зависимых событий.
Теорема. Вероятность произведения двух зависимых событий равна произведению вероятности одного из них на условную вероятность другого
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Доказательство: Пусть п – число всех исходов испытания, т – число всех благоприятствующих испытаний для А. Так как события А и В зависимые, то т будет являться числом всех исходов испытания для В при условии, что А произошло, тогда к из них – будет благоприятствующими для В. Число всех исходов для АВ = п, число благоприятствующих для АВ = к, тогда согласно определения вероятности события:
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.Что и требовалось доказать.
В случае произведения нескольких зависимых событий вероятность равна произведению одного из них на условные вероятности всех остальных при условии, что вероятность каждого последующего вычисляется в предположении, что все остальные события уже совершились.
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Алгоритм решения стандартной задачи

1. Условие задачи:
а) По тексту задачи определить элементарные случайные события.

б) По вопросу задачи определить событие, состоящее из произведения элементарных событий.

в) Обосновать зависимость элементарных событий.

г) Записать число благоприятствующих исходов испытания и число всех исходов испытания для каждого элементарного случайного события. Если даны вероятности элементарных событий, то записать их.

д) По вопросу задачи определить неизвестную величину.

2. Решение задачи.

а) Записать формулу вероятности произведения зависимых случайных событий.

б) Осуществить расчёт по этой формуле.

3. Сформулировать полный ответ задачи.

Стандартная задача

В коробке находится 10 белых, 5 чёрных и 5 красных шаров. Подряд, на удачу, из коробки достали два шара. Какова вероятность, что оба шара красные?

1. Условие задачи.

а) А - событие, что первый взятый шар - красный,

   В - событие, что второй взятый шар - красный.

б) А В - событие, что оба взятые шара оказались красными.

в) А и В события являются зависимыми, т.к. шары взяты из общей коробки. После того, как один шар достали, шаров в коробке на один станет меньше.

г) Для события А число благоприятствующих исходов будет m1 = 5, а всего исходов n1 = 10 + 5 + 5 = 20.

Для события В число благоприятствующих исходов m2 = 5 - 1 = 4, т.к. один шар, предположительно красный, уже достали. 
А всего для В m2 = 20 - 1 = 19, т.к. одного шара в коробке уже нет.

д) Определить вероятность того, что из коробки достали 2 красных шара 
Р (А В) - ?

2. Решение задачи:
Р(А В) = Р(А) РА(В)

Р(А В) = 
[image: image271.wmf]05
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3. Ответ задачи: вероятность того, что из коробки достали подряд, наудачу, два красных шара равна 0,05 или 5 %, следовательно, это событие маловероятно.

Задачи для самостоятельного решения
10.1 При инкубации яйца вероятность появления живого цыплёнка равна 0,9. Вероятность того, что это будет петушок, равна 0,5. Найти вероятность того, что из данного яйца вылупится петушок.
10.2 К сортировщику поступила партия деталей, 95 % которых стандартные. Из них 80 % - 1 сорта. Какова вероятность, что наудачу взятое деталь будет 1-го сорта.
10.3 Данный посевной материал имеет чистоту 90 % и всхожесть 65 %. Это означает, что в 100 весовых единицах посевного материала содержится 90 весовых единиц чистых семян. С другой стороны, из 100 весовых единиц чистых семян только 65 являются всхожими. Определить вероятность того, что случайно выбранная весовая единица посевного материала будет годной к посеву.
10.4 В бригаде работают 7 мужчин и 3 женщины. Бригадир наудачу отбирает по табельным номерам 3-х человек для некоторых работ. Какова вероятность, что все трое - мужчины.
10.5 Многолетними наблюдениями установлено, что в данном районе в сентябре 10 дней бывают дождливыми. Совхоз должен в течение первых трёх дней сентября выполнить определенную работу. Определить вероятность того, что ни один из этих дней не будет дождливым.
10.6 В бассейне плавает 10 карпов, 15 карасей и 20 окуней. Вылавливают наудачу подряд 3 рыбы. Какова вероятность, что 1 рыба - карп, вторая рыба - карась и третья рыба - карп?
10.7 Студент знает 20 вопросов из 25 вопросов программы. Найти вероятность того, что он знает все три вопроса выбранного билета. Найти вероятность, что он ответит только на два вопроса билета.
Задачи повышенной сложности

10.8 В барабане револьвера находятся 4 патрона из шести в произвольном порядке. Барабан раскручивают, после чего нажимают на спусковой крючок два раза. Найти вероятности хотя бы одного выстрела, двух выстрелов, двух осечек.
10.9 Из колоды карт, содержащей 36 карт, наугат извлекают одну карту. Пусть А – событие, что извлечена «дама», В – событие, что карта пиковой масти. Определить , являются ли зависимыми события А и В.
10.10 Каждая буква слова «математика» напмсана на отдельной карточке. Карточки тщательно перемешаны. Последовательно извлекают четыре карточки. Найти вероятност события получить слово «тема».
10.11 Найти вероятность Р(А) по данным вероятностям: Р(АВ) = 0,72 Р(А
[image: image272.wmf]B

) = 0,18 (А = АВ + А
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).
10.12 Найти Р(А
[image: image274.wmf]B

) по данным вероятностям: Р(А) = а, Р(В) = в,   Р(А + В) = с.
ТЕМА 1.11. ФОРМУЛА ПОЛНОЙ ВЕРОЯТНОСТИ

Перечень понятий темы

Формула полной вероятности. Формула Бейеса.

Определения понятий темы

Пусть некоторое событие А может произойти  вместе с одним из несовместных событий 
[image: image275.wmf]n
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, составляющих полную группу событий. Пусть известны вероятности этих событий 
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 и условные вероятности наступления события А при наступлении события Hi 
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Теорема. Вероятность события А, которое может произойти вместе с одним из событий 
[image: image278.wmf]n
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, равна сумме парных произведений вероятностей каждого из этих событий на соответствующие им условные вероятности наступления события А.
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Фактически эта формула полной вероятности уже использовалась при решении примеров, приведенных выше, например, в задаче с револьвером.


Доказательство. 


Т.к. события 
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 образуют полную группу событий, то событие А можно представить в виде следующей суммы:
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Т.к. события 
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 несовместны, то и события AHi  тоже несовместны. Тогда можно применить теорему о сложении вероятностей несовместных событий:
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При этом 
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Окончательно получаем: 
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Теорема доказана.

Формула Бейеса (формула гипотез)

Пусть имеется полная группа несовместных гипотез 
[image: image286.wmf]n
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 с известными вероятностями их наступления 
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. Пусть в результате опыта наступило событие А, условные вероятности которого по каждой из гипотез известны, т.е. известны вероятности 
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Требуется определить какие вероятности имеют гипотезы 
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  относительно события А, т.е. условные вероятности 
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Теорема. Вероятность гипотезы после испытания равна произведению вероятности гипотезы до испытания на соответствующую ей условную вероятность события, которое произошло при испытании, деленному на полную вероятность этого события.
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Эта формула называется формулой Бейеса.

Доказательство.


По теореме умножения вероятностей получаем:
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Тогда если 
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Для нахождения вероятности P(A) используем полной вероятности: 
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Если до испытания все гипотезы равновероятны с вероятностью 
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Алгоритм решения стандартной задачи

1. Условие задачи

а) По тексту задачи определить элементарные случайные события, являющиеся гипотезами для основного события (А1, А2 … Аn)

б) Обосновать, что эти события образуют полную группу.

в) Записать число благоприятствующих исходов испытания и число всех исходов испытания для каждого элементарного события (гипотезы). Если даны вероятности элементарных событий, то записать их.

г) По вопросу задачи определить основное случайное событие (А).

д) Обосновать зависимость события А от гипотез.

е) Записать, если даны, условные вероятности события А, по событиям А1, А2 … Аn. Если эти вероятности не даны, то записать число благоприятствующих исходов и число всех исходов для всех условных вероятностей события А, по событиям

А1 А2, …, Аn :     (РА1(А), РА2(А), … РАn(А))

ж) По вопросу задачи определить искомую величину/
2. Решение задачи

а) Записать формулу полной вероятности.

б) Осуществить расчёт по этой формуле.

3. Сформулировать полный ответ задачи.

Стандартная задача

На склад поступили изделия из двух цехов: 60 % из первого и 40 % из второго. Среди изделий первого цеха брак составляет 0,05 %, второго 0,2 %. Найти вероятность того, что взятое из склада изделие окажется годным.

1. Условия задачи

а) А1 - изделие принадлежит 1-му цеху.

   А2 - изделие 2-го цеха.

б) Эти события образуют полную группу, т.к. они единственно-возможные и несовместимые для данного испытания.

в) Т.к. поступило на склад 60 % изделий из первого цеха, то вероятность, что изделие принадлежит 1-му цеху:
Р(А1) = 0,6

Аналогично Р (А2) = 0,4.

г) А - событие, что взятое из склада изделие окажется годным.

д) Событие А может произойти только одновременно с событиями А1 или А2, т.к. годная деталь может принадлежать только 1-му или 2-му цехам.

е) Т.к. бракованных деталей у первого цеха 0,05 %, то не бракованных 100 % - 0,05 % = 99,95 %,  тогда вероятность того, что годная деталь изготовлена в первом цехе, будет равна:    

РА1(А) = 0,9995

Аналогично для второго цеха процент годных деталей составит

100 % - 0,2 % = 99,8 %, а вероятность того, что годная деталь изготовлена во втором цехе:
РА2(А) = 0,998

ж) Найти вероятность того, что наудачу выбранное изделие будет годным: Р (А) - ?

2. Решение задачи:

а) Т.к. условие задачи удовлетворяет теореме о полной вероятности, то используем формулу полной вероятности.

Р(А) = Р (А1) РА1(А) + Р (А2) РА2(А)

б) Р(А) = 0,6 0,9995 + 0,4 0,998 = 0,5997 + 0,3992 = 0.9989.

3. Ответ: Вероятность того, что взятое из склада изделие окажется годным равна  Р(А) = 0,9989.

Задачи для самостоятельного решения
11.1 В водоёме обитают особи 2-х близких видов, причём особи первого вида составляют 70 % всей популяции, особи второго вида 30 %. На каждые 100 особей первого вида приходится в среднем 65 самцов, а на 100 особей второго вида - 55 самцов. Какова вероятность того, что первая же особь, выловленная из водоёма, окажется самцом?
11.2 Имеются 2 одинаковых на вид ящика с картофелем. В первом ящике находится 70 % сорта «Синеглазка» и 30 % сорта «Белорусская ранняя», а во втором ящике _ 50 % сорта «Синеглазка». Берется наугад из любого ящика клубень картофеля. Какова вероятность того, что взятый наугад клубень будет сорта «Синеглазка»?
11.3 Известно, что в партии из 1000 ампул с новокаином 400 ампул изготовлено на одном заводе, 350 ампул - на втором заводе и 250 - третьем  заводе. Известны вероятности 0,75, 0,80 и 0,85 того, что ампула окажется без дефекта при изготовлении её соответственно первым, вторым и третьим заводами. Какова вероятность того, что наудачу выбранная ампула окажется без дефекта.
11.4 В первом ящике содержится 20 деталей из них 15 стандартные; во втором – 30 деталей, из них 24 стандаотные; в третьем – 10 деталей, из них 6 стандартных. Найти вероятность того, что наудачу извлеченная деталь из наудачу взятого ящика – стандартная.
11.5 На складе магазина находится 1000 телевизоров, поступивших из двух фирм. Доли поступившей аппаратуры с дефектом составляют соответственно 1/5 и ¼ для каждой из фирм. Выбирают случайным образом один телевизор. Какова вероятность, что он окажется с дефектом? 
11.6 Имеется 12 саженцев сорта 1, 20 - сорта 2, 18 саженцев сорта 3. Вероятность того, что саженец первого сорта примется, равна 0,9, а для саженцев сорта 2 и 3 эти вероятности соответственно равны 0,6 и 0,9. Найти вероятность того, что наугад взятый саженец примется. Найти вероятность, что это саженец первого сорта.
11.7 Имеется 5 агрегатов. Вероятность бесперебойной работы в течение дня для трёх из них равна 0,8, а для двух других 0,7. Найти вероятность того, что наугад взятый агрегат в течение дня не выйдет из строя.
11.8 Имеются 4 урны. В первой урне 1 белый и 1 черный шар, во 2ой – 2 белых и 3 черных шара, в 3ей – 3 белых и 5 черных шара, в 4-ой урне 1 белый шар. Событие Hi – выбор i–ой урны. Известно, что выбор i–ой урны P (Hi) = i/10. Выбирают наугад одну из урн и вынимают из нее один шар. Определить вероятность того, что этот шар белый.
11.9 Имеются 3 одинаковых по виду ящика. В первом ящике 20 белых шаров, во втором 10 белых и 10 черных, а в третьем 20 черных. Из выбранного наугад ящика вынули белый шар. Вычислить вероятность того, что шар вынут из 1- ого ящика.
11.10 Три организации представили в контрольное управление счета для выборочной проверки: 1- 15, 2 – 10, а 3 – 25. Вероятности правильного оформления счетов у этих организаций соответственно таковы 0,9; 0,8; 0,85. Был выбран один счет и он оказался правильным. Определить вероятность того, что этот счет принадлежит 2 организации.
11.11 В магазин поступает одна и также продукция от 3х предприятий: от 1ого – 20 изделий, от второго – 10 и от третьего – 70. Вероятность некачественного изготовления изделия на предприятиях равны: 0,02; 0,03; 0,05. Найти вероятность получения некачественного изделия. Какова вероятность, что это изделие третьего предприятия?
11.12 В урне лежат три шара, каждый из которых может быть либо белым, либо черным. В урну добавили два белых шара и после перемешивания извлекли два шара, причем извлеченные шары оказались белыми. Какова вероятность того, что первоначально все шары в урне были белыми?
Задачи повышенной сложности

11.13 По самолету производится три одиночных выстрела с вероятностями попаданий при одном выстреле – 0,4; при двух – 0,5; при трех – 0,6. Чтобы сбить самолет достаточно трех попаданий. Вероятность поражения при одном попадании – 0,2; при двух – 0,6. Найти вероятность того, что при трех выстрелах самолет будет сбит.
11.14 По цели произведено три последовательных выстрела. Вероятность попадания при первом выстреле равна 0,6, при втором – 0,7, при третьем – 0,9. Известно, что при одном (любом из трех) попаданий вероятность поражения цели равна 0,4, при двух(любых из трех) – 0,8, при трех – 1,0(т. е. цель обязательно будет поражена). Найти вероятность поражения цели при трех выстрелах.
11.15 Охотник сделал три выстрела по кабану. Вероятность попадания первым выстрелом примерно равна 0,4, вторым – 0,5, третьим – 0,7. Одним попаданием кабана можно убить с вероятностью, примерно равной 0,2, двумя попаданиями – с вероятностью 0,6, а тремя наверняка. Найти вероятность того, что кабан будет убит.
11.16 Один из трех стрелков производит два выстрела. Вероятность попадания в цель при одном выстреле для первого стрелка равна 0,4, для второго – 0,6, для третьего – 0,8. Найти вероятность того, что в цель попадут два раза.
МОДУЛЬ 2. ПОВТОРНЫЕ ИСПЫТАНИЯ

ТЕМА 2.1. СХЕМА БЕРНУЛЛИ ДЛЯ ПОВТОРНЫХ ИСПЫТАНИЙ
Перечень понятий темы

Повторные испытания, Формула Бернулли. Производящая функция. Общая теорема о повторении опытов. 
Определения понятий темы

Если производится некоторое количество испытаний, в результате которых может произойти или не произойти событие А, и вероятность появления этого события в каждом из испытаний не зависит от результатов остальных испытаний, то такие испытания называются независимыми относительно события А.
Допустим, что событие А наступает в каждом испытании с вероятностью Р(А)=р. Определим вероятность Рт,п того, что в результате п испытаний событие А наступило ровно т раз.

Эту вероятность в принципе можно посчитать, используя теоремы сложения и умножения вероятностей, как это делалось в рассмотренных выше примерах. Однако при достаточно большом количестве испытаний это приводит к очень большим вычислениям. Таким образом, возникает необходимость разработать общий подход к решению поставленной задачи. Этот подход реализован в формуле Бернулли. (Якоб Бернулли (1654 – 1705) – швейцарский математик)

Пусть в результате п независимых испытаний, проведенных в одинаковых условиях, событие А наступает с вероятностью Р(А) = р, а противоположное ему событие 
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 с вероятностью 
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Обозначим Ai – наступление события А в испытании с номером i. Т.к. условия проведения опытов одинаковые, то эти вероятности равны.

Если в результате п опытов событие А наступает ровно т раз, то остальные п-т раз это событие не наступает. Событие А может появиться т раз в п испытаниях в различных комбинациях, число которых равно количеству сочетаний из п элементов по т. Это количество сочетаний находится по формуле:
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Вероятность каждой комбинации равна произведению вероятностей:
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Применяя теорему сложения вероятностей несовместных событий, получаем формулу Бернулли:
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Или:
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Формула Бернулли важна тем, что справедлива для любого количества независимых испытаний, т.е. того самого случая, в котором наиболее четко проявляются законы теории вероятностей.

Свойства формулы Бернулли:

1. Вероятность появления события А при n испытаниях ровно n раз равно: Pn (n) = 
[image: image303.wmf]n
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2. Вероятность появления события А при n испытаниях ровно 0 раз равна: Рn (0) = 
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3. Вероятность появления события А при n испытаниях не менее m раз определяется по формуле:

Pn (m′ ( m ) = Pn (m) + Pn (m + 1) + … + Pn (n).

4. Вероятность появления события А при n испытаниях не более m раз определяется по формуле:  

Pn (m′ ≤ m) = Pn (0) + Pn (1) + … + Pn (m).

Будем рассматривать n опытов, будем считать, что вероятность появления события от опыта к опыту меняется:
В первом опыте она равна р1, во втором опыте она равна р2, …, в i-том опыте она равна рi.

Подсчитаем и в данном случае вероятность появления события в m случаях из данных n опытов.

И здесь имеем: 

А = А 1A2 … Аm
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Составление общего выражения и подсчет суммы вероятностей в правой части последнего равенства представляет серьезные трудности.

Для чисто механического вычисления вероятности в данном случае придуман специальный алгоритм, производящая функция.

Производящей функцией вероятностей Pn(m) называют функцию вида:

φn(z) = 
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или        φn(z) = 
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Общая теорема о повторении опытов. Искомая вероятность, что событие А появилось m раз, равна коэффициенту при zm в разложении производящей функции по степеням z. 
Например, если n=2, то:

φ2(z) = 
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Коэффициент р1р2 при z2 равен P2(2) того, что событие А появится ровно 2 раза в двух испытаниях; коэффициент p1q2+p2q1 при z1 равен Р2(1), того что событие А появится ровно один раз; Коэффициент q1q2 при z0 – Р2(0) того, что событие А  не появится ни одного раза.

Замечание 1: Если в различных испытаниях появляются различные события (в первом испытании событие А1, во втором – событие А2 и т.д.), то изменяется лишь истолкование коэффициентов при различных степенях z. Например, (в примере выше) коэффициент р1р2 определяет вероятность появления двух событий А1 и А2.

Замечание 2: Положим в уравнении производящей функции pi = p, тогда и qi = q.
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Производящая функция правильная.
Причем: 
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Алгоритм решения стандартной задачи

1. Условие задачи

а) По тексту задачи определить элементарное случайное событие (А).

б) Если дана вероятность появления события в одном испытании, то записать её. Записать число благоприятствующих исходов испытания для данного события (m) и число всех исходов испытания (n).

в) Найти вероятность появления события в одном испытании 
Р = n/m, если она не дана по условию.

г) Найти вероятность непоявления события А в одном испытании
q = 1 - p.

д) Обосновать, что данные испытания удовлетворяют условиям теоремы Бернулли.

е) По вопросу задачи определить неизвестную величину Pn(m) 

2. Решение задачи

а) Записать формулу Бернулли для повторных испытаний


P
[image: image320.wmf]n

(m) = Cmn pm qn-m
б) Осуществить расчёт по этой формуле.

3. Ответ задачи

а) Сформулировать полный ответ задачи.

Стандартная задача 1
В семье планируется иметь 5 детей. Найти вероятность того, что среди детей будет 2 мальчика, если вероятность рождения мальчика принимается равной 0,5.

1. Условие задачи

а) А - событие, заключающееся в том, что в семье родится мальчик.

б) Дана вероятность рождения мальчика р = 0,5

в) Вероятность не появления события А; это рождение девочки
q = 1 - p = 1 - 0,5

г) Испытания независимы, их всего 5 (n = 5). Вероятность появления события А и вероятность непоявления в каждом испытании постоянны. Следовательно, они удовлетворяют условиям теоремы Бернулли.

д) Найти вероятность того, что среди 5 детей будет 2 мальчика 
Р5 (2) - ?

2. Решение задачи:
а) P
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б) Р5(2) = С25  0,52  0,53 =  
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3. Ответ задачи: Вероятность того, что в семье, имеющей пять детей, будет 2 мальчика, равно 0,31.

Стандартная задача 2

Из двух орудий произвели залп по цели, вероятность попадания в цель для первого орудия равна 0.8, для второго – 0.9. Найти вероятность следующих событий: 
a) По цели имеется два попадания.

b) Одно попадание.

c) Ни одного.

d) Не менее одного попадания.

1. Условие задачи

а) А - событие, заключающееся в том, что в цель попало первое орудие. В - в цель попало второе орудие.

б) Вероятность попадания первого орудия в цель р1 = 0,8

Вероятность попадания второго орудия в цель p2 = 0,9

в) Вероятность не попадания в цель первым и вторым орудиями соответственно: 
q1 = 0,2         q2 = 0,1
г) Испытания независимы, р и q различны, можно воспользоваться производящей функцией.

д) Найти вероятности: 

Р2,2; Р1,2; Р0,2 ; Р1,2 + Р2,2.

2. Решение задачи:

Составим производящую функцию:

φ2(z) = (р1z + q1)(p2z + q2).

φ2(z) = (0,8 z +0,2)(0,9 z + 0,1) = 0,72 z2 + 0,08 z + 0,18 z + 0,02 = 
0,72 z2 + 0,26 z + 0,02.

3. Можно сразу записать ответ:

Р2,2 = 0,72
Р1,2 = 0,26
Р0,2 = 0,02
Р1,2 + Р2,2 = 0,26 + 0,72 = 0,98

Задачи для самостоятельного решения
1.1 Вероятность того, что расход электроэнергии в продолжение одних суток не привысит установленной нормы, равна 0,75. Найти вероятность того, что в ближайшие 6 суток расход электроэнергии в течение 4 суток не привысит нормы.
1.2 Вероятность попадпния стрелка в мешень равна 20%. Если стрелок стреляет по мишени 6 раз, то какова вероятность что он попадёт ровно 2 раза?
1.3 Появление колонии микроорганизмов данного вида в определённых условиях оценивается вероятностью 0,9. Какова вероятность того, что из 5 случаев эта колония микроорганизмов появится 3 раза?
1.4 Два равносильных шахматиста играют в шахматы. Что вероятнее: выиграть две партии из четырёх или три партии из шести? 
1.5 Известно, что среди деталей поступивших в сборочный цех содержится в среднем 20% деталей с браком. Какова вероятность при отборе 6 деталей обнаружить не менее 4-х деталей без брака.
1.6 Несушка высиживает 5 яиц. Какова вероятность, что петушков вылупится а) не менее 2-х; б) не менее 4-х. Считать, что вероятность появления петушка из яйца равна 0,5.
1.7 Вероятность выпадения герба при одном подбрасывании монеты равна 0,5. Найти вероятность того, что при 6 подбрасываниях: 1) герб выпадет ровно 4 раза, 2) не менее 3-х раз.
1.8 Устройство состоит из 3-х независимо работающих элементов. Вероятность безотказной работы элементов за время t соответственно равны: р1=0,7; р2=0,8; р3=0,9. Найти вероятности того, что за время t будут работать безотказно:  1) все элементы; 2) два элемента; 3) один элемент; 4) ни одного.
Задачи повышенной сложности

1.9 В урне 20 шаров: 15 белых и 5 черных. Вынули подряд 5 шаров, причем каждый вынутый шар возвращается в урну и перед извлечением следующего шары в урне тщательно перемешиваются. Найти вероятность того, что из пяти вынутых шаров будет два белых.
1.10 Подводная лодка атакует крейсер, выпуская по нему одну за другой 4 торпеды. Вероятность попадания каждой торпедой примерно равна ¾. Любая из торпед с одинаковой вероятностью может пробить один из 10 отсеков крейсера, которые в результате попадания наполняются водой. При заполнении хотя бы двух отсеков крейсер тонет. Вычислить вероятность гибели крейсера.
1.11 Вероятность того, что лампа останется неисправной после 1000 часов работы, равна 0,2. Какова вероятность того, что из пяти ламп не менее трех останутся исправными после 1000 часов работы?
1.12 В среднем 20% пакетов акций на аукционе продаётся по первоначально заявленной цене. Найти вероятность того, что из 9 пакетов акций в результате торгов по первоначально заявленной цене:
1) не будут продано 5 пакетов;
2)  будет продано: а) менее 2-х пакетов; б) не более 2-х; в) хотя бы 2 пакета

ТЕМА 2.2. Наивероятнейшее число появлений события в независимых испытаниях.
Перечень понятий темы

Наивероятнейшее число появлений события в независимых испытаниях. 

Определения понятий темы

Покажем, что при малых m значение вероятности Рm,n возрастает, при больших m (близких к n) значение вероятности убывает.


Убедимся в этом. Для этого рассмотрим в общем виде:
 EQ \f(Pm+1,n;Pm,n)  = 
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Отношение 
[image: image328.wmf]q

p

 – постоянно.

 EQ \f(P1,n;P0,n) > EQ \f (P2,n;P1,n) >…


Определим величину отношения для некоторых частных значений.
Р0,n = 
[image: image329.wmf]0
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Аналогично найдем отношение  EQ \f(Pn,n;Pn-1,n) . Оно равно  EQ \f(Pn,n;Pn-1,n) =  EQ \f(1∙pn; npnq) =  EQ \f(1;nq) 
Среди m может быть указано такое значение m = μ, что величина отношения 
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∙ EQ \f (p;q) = 1. Это значение является  наибольшим значением вероятностей. Имеет смысл говорить о наиболее вероятном числе появления событий. 
Решая двойное неравенство 1≤ 
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Число μ (наступления события А в n независимых испытаниях, в каждом из которых вероятность появления события равна р) называется наивероятнейшим, если вероятность того, что событие наступит в этих испытаниях 
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Замечание: 

· Если  np - q дробное число, то μ имеет единственное натуральное (целое) значение. 
· Если np - q  целое число, то μ имеет два значения: μ и μ+1, также целые. 
· Если np – целое число, то μ= np.

Стандартная задача 

Испытывается каждый из 15 элементов некоторого устройства. Вероятность того, что элемент выдержит испытание, равна 0,9. Найти наивероятнейшее число элементов, которые выдержат испытание.

1. Условие задачи

а) А - событие, заключающееся в том, что элемент выдержит испытание.

б) n = 15, p = 0,9, q = 0,1 
в) Найти:  (
2. Решение задачи:

np - q ≤ μ ≤ np + p
15∙0,9 - 0,1 ≤ ( ≤ 15∙0,9 + 0,9
13,5 ≤ ( ≤ 14,4

т. к. ( - целое число и поскольку между числами 13,5 и 14,4 заключено одно целое число, то  (=14.
3. Ответ: наивероятнейшее число элементов, которые выдержат испытание (=14.
Задачи для самостоятельного решения

2.1 Отдел технического контроля проверяет партию из 10 деталей. Вероятность того, что деталь стандартная, равна 0,75. Найти наивероятнейшее число деталей, которые будут признаны стандартными.
2.2 Товаровед осматривает 24 образца товаров. Вероятность того, что каждый из образцов будет признан годным к продаже, равна 0,6. Найти наивероятнейшее число образцов, которые товаровед признает годными к продаже.
2.3 Два стрелка стреляют по мишени. Вероятность промаха при одном выстреле для первого стрелка равна 0,2, а для второго – 0,4. Найти наивероятнейшее число залпов, при которых не будет ни одного попадания в мишень, если стрелки произведут 25 залпов.
2.4 Вероятность появления события в каждом из независимых испытаний равна 0,3. Найти число испытаний n , при котором наивероятнейшее число появления события в этих испытаниях будет равно 30.
2.5 Сколько надо произвести независимых испытаний с вероятностью появления события в каждом испытании, равной 0,4, чтобы наивероятнейшее число появления события в этих испытаниях было равно 25?
2.6 Батарея произвела шесть выстрелов по объекту. Вероятность попадания в объект при одном выстреле равна 0,3. Найти: а) наивероятнейшее число попаданий;  б) вероятность того, что объект будет разрушен, если для этого достаточно хотя бы двух попаданий; в) вероятность того, что объект будет разряжён если для этого достаточно хотя бы 2 попадания.
ТЕМА 2.3. АССИМПТОТИЧЕСКИЕ ФОРМУЛЫ ДЛЯ ПОВТОРНЫХ ИСПЫТАНИЙ

Перечень понятий темы

Локальная формула Муавра - Лапласа. Малая функция Лапласа. Интегральная формула Муавра - Лапласа. Большая функция Лапласа. 

Определения понятий темы

При больших значениях m и n пользоваться формулой Бернулли неудобно. В этом случае используют формулы приближенного вычисления.

Локальная формула Муавра – Лапласа:
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Функцию: 
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Называют плотностью стандартного нормального распределения или малой функцией Лапласа, Её значения табулированы (приложение 1). 

Она обладает  свойством четности:  φ (-x) = φ (x).

Если нужно найти вероятность появления события А в n повторных испытаниях от m1 до m2 раз, то используют интегральную формулу Муавра – Лапласа: 
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Где 
[image: image338.wmf](

)

ò

-

=

F

x

x

dx

e

x

0

2

2

2

1

p

  - называется функцией стандартного нормального распределения  или большой функцией Лапласа (приложение 2).  

Для всех значений x > 5 полагают Ф (x) = 0,5. 
Большая функция Лапласа нечетная: Ф (-x) = - Ф (x).
Алгоритм решения стандартной задачи с применением локальной формулы Муавра - Лапласа

1. Условие задачи

а) По тексту задачи, определить случайное событие (А).

б) Записать вероятность появления события А в одном испытании. Если она не  дана, то найти её. Для этого нужно записать число благоприятствующих исходов (m) и число всех исходов (n) для события А при одном испытании. 

Вероятность 
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в) Найти вероятность непоявления событие А в одном испытании:

q = 1 - p.

г) Определить число испытаний n и число испытаний, когда событие А должно произойти m.

д) Обосновать, что данные испытания являются повторными и почему требуется применение теоремы Лапласа.

е) По вопросу задачи определить неизвестную величину Рn (m) - ?

2. Решение задачи: 
а) Найти 
[image: image340.wmf]npg



б) Посчитать 
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в) По таблице функции Лапласа найти φ (x) (см. Приложение 1). 
Надо помнить, что φ (-x) = φ (x). 

г) Найти вероятность по формуле:
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3. Полный ответ задачи:
а) Чему равна искомая величина?

б) Соответствует ли ответ задачи реальным условиям задачи?

Стандартная задача

Всхожесть семян оценивается вероятностью 0,85. Найти вероятность того, что из 500 высеянных семян взойдет 400 семян.

1. Условия задачи

а) А - событие, что высеянное семя взойдёт

б) Р (А) = р = 0,85

в) q = 1 - p = 1 - 0,85 = 0,15

г) n = 500, m = 400

д) Данные испытания являются независимыми. Событие А имеет постоянные вероятности появления и непоявления в каждом испытании. Эти испытания удовлетворяют условию теоремы Бернулли, а т.к. m и n числа большие, то применяем теорему Муавра - Лапласа.

е) Найти: Р500 (400) - ?

2. Решение задачи 

а) Найти:
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б) 
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в) φ (x) = φ (-3,12) = φ (3,12) = 0,0031

г) Р500(400) = 
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3. Ответ задачи

а) Р500(400) = 0,0004 или 0,04%

б) Маловероятно, что из 500 семян, всхожесть которых оценивается вероятностью р = 0,85, взойдет 400 семян.

Алгоритм решения стандартной задачи с применением 

интегральной формулы Муавра - Лапласа

1. Условие задачи

а) По тексту задачи определить случайное событие (А)

б) Записать вероятность появления события А в одном испытании. Если она не дана, то найти её. Для этого записать число благоприятствующих исходов испытания для данного события (m) и число всех исходов испытаний (n). Вероятность
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в) Найти вероятность непоявления события А в одном испытании:

q = 1 - р

г) Определить число испытаний n и число испытаний, определяющие интервал, когда событие А должно произойти (m1,m2)

д) Обосновать применение интегральной теоремы Муавра - Лапласа.

е) По вопросу задачи определить неизвестную величину Рn (m1m2) - ?

2. Решение задачи:

а) Найти: 
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б) 
[image: image352.wmf]npg

np

m

x

npg

np

m

x

-

=

-

=

2

2

1

1

,


в) По таблице интегральной функции Лапласа найти Ф (x1) и Ф (x2) 

(см. Приложение 2).

г) Найти Рn (m1m2) = Ф (x2) - Ф (x1).

3. Ответ задачи

а) Какова искомая величина?

б) Соответствует ли эта величина реальным условиям задачи.

Стандартная задача

Вероятность наступления события А в каждом из 900 независимых  испытаний равно р = 0,8. Найти вероятность того, что событие А произойдет от 710 до 740 раз.

1. Условие задачи

а) А – некоторое случайное событие

б) р = 0,8

в) q = 1 - р = 1 -  0,8 = 0,2

г) n = 900, m1 = 710, m2 = 740

д) Это повторное испытание, т.к. все они независимы, число их конечно, а значение р и q постоянны в каждом испытании. Применяем интегральную формулу Лапласа потому, что m и n большие числа.

е) Р900 (710, 740) - ?

2. Решение задачи

а) 
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б) х1 = 
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в) Потаблице:  Ф (x1) = Ф (- 0,83) = - Ф (0,83) = - 0,2967 
г) Р900 (710, 740) = 0,4527 + 0,2967 = 0,7492


3. Ответ задачи


а) Р900 (710, 740) = 0,75 или 75%

б)  Событие А наступит в 900 испытаниях ровно от 710 до 740 раз с вероятностью 0,75.

Задачи для самостоятельного решения
3.1 Найти вероятность того, что из 400 семян не взойдет ровно 80 семян, если вероятность того, что семя не взойдет, равна 0,2.
3.2 Из 5 яиц в среднем получается 4 живых цыпленка. Какова вероятность того, что из 10 яиц получится 9 живых цыплят.
3.3 Имеется 1000 клубней картофеля, из которых 400 нового сорта. Производится повторная выборка в 100 клубней. Определить вероятность того, что в этой выборке окажется 37 клубней нового.
3.4 Вероятность выживания бактерий после радиоактивного облучения, равна 0,1. Какова вероятность того, что в колонии из 400 бактерий после облучения останется 30?
3.5 В инкубатор заложено 784 яйца. Вероятность того, что из яйца вылупится петушок, равна 0,49. Какова вероятность, что из 784 яиц вылупится ровно 400 петушков?
3.6 Всхожесть семян некоторого растения составляет 70%. Определить вероятность того, что из 10 посеянных семян взойдет от 8 до 10.
3.7 Согласно Менделеевскому расщеплению вероятность появления зеленого гороха при скрещивании его с желтым, равна 0,25. Какова вероятность того, что при 300 скрещиваниях зеленый горох будет получен от 100 до 150 раз?
3.8 В течение года град приносит значительный ущерб примерно одному хозяйству из 50. Определить вероятность того, что из 200 хозяйств, имеющихся в области, пострадает не более 2-х хозяйств.
3.9 Партия  деталей на предприятии считается годной, если 80% деталей удовлетворяют нормам приемки. Какова вероятность при случайном отборе 100 деталей обнаружить не менее 16 негодных?
Задачи повышенной сложности

3.10 По результатам проверок налоговыми инспекциями установлено, что в среднем каждое второе малое предприятие региона имеет нарушение финансовой дисциплины. Найти вероятность того, что из 1000 зарегистрированных в регионе малых предприятий имеют нарушение финансовой дисциплины: а) 480 предприятий; б) наивероятнейшее число предприятий; в) не менее 480; г) от 480 до 520.
3.11 Вероятность появления события в каждом из 100 независимых испытаний постоянна и равна р=0,8. Найти вероятность того, что событие появится: а) не менее 75 раз и не более 90 раз; б) не менее 75 раз; в) не более 74 раз.
ТЕМА 2.4. Формула Пуассона
Перечень понятий темы

Закон редких событий - Формула Пуассона/
Определения понятий темы

Пусть производится п независимых испытаний, в которых появление события А имеет вероятность р. Если число испытаний п достаточно велико, а вероятность появления события А в каждом испытании мало (p(0,1), то для нахождения вероятности появления события А k раз находится следующим образом.

Сделаем важное допущение – произведение пр сохраняет постоянное значение:
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Практически это допущение означает, что среднее число появления события в различных сериях испытаний (при разном п) остается неизменным.


По формуле Бернулли получаем:
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Найдем предел этой вероятности при п((.
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Получаем формулу Пуассона:
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Стандартная задача

При определении зараженности зерна установлено, что в 1 кг содержится в среднем 10 насекомых-вредителей. Какова вероятность того, что в 100г не встретится ни одного вредителя?

1. Условие задачи

Вредители рассматриваются как точки, появляющиеся в заданной области независимо друг от друга.
а) А – появление вредителей в зерне
б) р = 10 / 1000 г = 0,01 1/г
в)  n = 100 г
г)  Р100 (0) - ?

2. Решение задачи

По формуле Пуассона получаем искомую вероятность:
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где 
[image: image365.wmf]=
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 n р = 100 г 0,01 1/г = 1
3. Ответ задачи


а) Р100 (0) = 0,37 или 37%

Вероятность того, что в 100г семян посевного материала не встретится ни одного насекомого-вредителя равна 37%.
Задачи для самостоятельного решения
4.1 Среди семян ржи 0,04% сорняков. Какова вероятность при случайном отборе 5000 семян обнаружить 5 семян сорняков?
4.2 Вероятность того, что день будет дождливым в засушливой местности, равна 0,01. Найти вероятность того, что летом будет 2 дождливых дня.
4.3 Вероятность заболевания осенью гриппом в данной местности р = 0,003. Какова вероятность того, что при профосмотре в вузе из 1000 студентов 3-е окажутся больными?
4.4 Вероятность изготовления нестандартной детали равна 0,004. Найти вероятность того, что в партии из 1000 деталей окажется 5 нестандартных.
4.5 Среди 10000 сеянцев ячменя в среднем два не имеют обычной зеленой окраски в результате спонтанных мутаций, влияющих на хлорофилл. Какова вероятность того, что из 10000 случайно выбранных сеянцев ячменя ровно у двух не окажется обычной зеленой окраски?
4.6 Среди семян пшеницы – 0,6% сорняков. Какова вероятность при случайном отборе 1000 семян обнаружить ровно 6 семян сорняков?
4.7 В среднем на 1м2 площади посева встречается 0,5 стеблей сорняков. Определить вероятность того, что на площади 4м2 окажется два стебля сорняков.
4.8 Отбирается 1000 изделий. Доля брака составляет 0,001. Найти вероятность того, что в выборке окажется не более одного бракованного изделия.
4.9 На факультете насчитывается 1825 студентов. Какова вероятность того, что 1 сентября является днем рождения одновременно четырех студентов факультета?
4.10 Вероятность того, что любой абонент позвонит на коммутатор в течение часа, равна 0,1. Телефонная станция обслуживает 800 абонентов. Какова вероятность того, что в течение часа позвонят 5 абонентов?
4.11 Завод отправил на базу 10000 стандартных изделий. Среднее число изделий, повреждаемых при транспортировке, составляет 0,02 %. Найти вероятность того, что из 10000 изделий: 
1) будет повреждено: а) 3; б) по крайней мере, 3; 
2) не будет повреждено: а) 9997; б) хотя бы 9997.
4.12 На факультете учатся 500 студентов. Найти вероятность того, что 1 сентября является днём рождения:
а) 3-х студентов

б) не менее 3-х.

ТЕМА 2.5. ОЦЕНКА ОТКЛОНЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТИ ПОЯВЛЕНИЯ СОБЫТИЯ ОТ ЧАСТОТЫ ПОЯВЛЕНИЯ В УСЛОВИЯХ СХЕМЫ БЕРНУЛЛИ

Перечень понятий темы

Вероятность отклонения постоянной вероятности события от частоты появления.

Определения понятий темы

Иногда важно знать число испытаний, необходимых для того, чтобы с заданной вероятностью Р отклонение частоты события А от постоянной вероятности р по абсолютной величине не превзошло данное положительное число ε или границы, в которых с заданной вероятностью Р находится частота события. Это можно определить по формуле, вытекающей из интегральной формулы Лапласа.

Если вероятность р наступления события А в каждом испытании постоянна и отлична от 0 до 1, а число испытаний достаточно велико, то вероятность того, что в n независимых испытаниях абсолютная величина отклонения частоты события А от его вероятности р не превзойдёт данного положительного числа ε, находится по формуле: 

P (│m-np│< ε ) = 2Ф ( 
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Стандартная задача

Вероятность того, что электролампочка, изготовленная данным заводом, является бракованной, равна 0,02. Для контроля отобрано наудачу 1000 лампочек. Оцените вероятность того, что частота появления бракованных лампочек в выборке отличается от вероятности 0,02 менее, чем на 0,01.

1. Условие задачи

а) А – событие, что электролампочка является бракованной.

б) р = 0,02.       в) n = 1000,  ε = 0,01 

г) Оценить вероятность того, что частота бракованных лампочек в выборке отличается от вероятности р = 0,02 менее, чем на 0,01.

2. Решение задачи:
Р (│
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3. Ответ: Частота появления бракованных лампочек в выборке отличается от вероятности их появления менее чем на 0,01.

Задачи для самостоятельного решения
5.1 Вероятность появления события в одном испытании 0,8. Найти вероятность того, что при повторении этого испытания 625 раз частота появления события отклонится от вероятности не более чем на 0,04.
5.2 Вероятность появления на свет петушка 0,5. Сколько яиц надо взять, чтобы с вероятностью 0,7698 можно было ожидать выполнения неравенства: │
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  - 0,5│≤ 0,02, где m – число появившихся петушков, n – число яиц.
5.3 Вероятность вызревания кукурузного стебля с тремя початками равна ¾. Определить вероятность того, что среди 3000 стеблей частота появления стеблей с тремя початками будет отличаться по абсолютной величине от вероятности вызревания стебля не более, чем на 0,02.
5.4 Вероятность того, что из взятого наудачу яйца вылупится петушок, равна 0,5. В инкубатор заложили качественных 38416 яиц. Определить вероятность того, что число выведенных курочек будет отличаться от наиболее вероятного числа их появления не более чем на 208 штук.
5.5 Всхожесть семян характеризуется вероятностью р = 0,85. Определить, сколько нужно посеять семян, чтобы с вероятностью 0,999 можно было утверждать, что число проросших семян будет отличаться от наиболее вероятного числа их прорастания не более чем на 300 штук.
5.6 Всхожесть хранящегося на складе зерна равна 80%. Отбирают наудачу 100 зерен. Доказать, что всхожесть зерен будет отличаться от вероятности всхожести не более, чем на 0,1.
МОДУЛЬ 3.СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ
ТЕМА 3.1. ДИСКРЕТНАЯ СЛУЧАЙНАЯ ВЕЛИЧИНА

Перечень понятий темы

Случайная величина. Дискретная случайная величина. Закон распределения. Ряд распределения. Математическое ожидание. Свойства математического ожидания. Дисперсия. Свойства дисперсии. Среднее квадратическое отклонение.

Определения понятий темы

Случайной величиной называют переменную величину, принимающую такие числовые значения, которые зависят от результатов некоторого испытания.

Случайная величина, значения которой можно занумеровать числами 1, 2, 3 … называется дискретной. Случайные величины, не обладающие этим свойством, называются непрерывными.

Законом распределения случайной величины называется функция, которая каждому значению случайной  величины ставит в соответствие вероятность, с которой это значение может появиться.

Закон распределения дискретной величины задается в виде таблицы, в первой строке которой указываются возможные значения случайной величины, а во второй соответствующие им вероятности

	Х
	x1
	x2
	…
	xn

	p
	p1
	p2
	…
	pn


Основное свойство ряда распределения:      
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Математическим ожиданием дискретной случайной величины X называется сумма произведений всех ее значений на их вероятности:

M (x) = 
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Или, если ряд бесконечный и сходится, то М(х) = 
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Математическое ожидание характеризует среднее значение случайной величины. Оно обладает следующими свойствами:

1. Математическое ожидание постоянной величины равно самой постоянной:  М(С) = С.
2. Математическое ожидание суммы случайных величин равно сумме математических ожиданий слагаемых:

М(x1 +x2 + … + xn) = M(x1) + M(x2) + … + M(xn)

3. Математическое ожидание произведения независимых случайных величин равно произведению математических ожиданий сомножителей.
M(x1 x2 … xn) = M(x1) M(x2) … M(xn)

Дисперсией случайной величины называют математическое ожидание от квадрата отклонения значений величины от ее математического ожидания.
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Дисперсия характеризует степень рассеяния возможных значений случайной величины вокруг математического ожидания. Она обладает следующими свойствами:

1. Дисперсия постоянной величины С равна 0; D(С) = 0.

2. Постоянный множитель можно выносить за знак дисперсии, возводя его в квадрат D(Сx) = С2D(x)

3. Дисперсия суммы независимых случайных величин равна сумме дисперсий слагаемых: 
D(x1 + x2 + … + xn) = D(x1) + D(x2) + … D(xn).

Величина, равная корню квадратному из дисперсии, называется средним квадратическим отклонением.  σ(x) = 
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Теорема. Дисперсия равна разности между математическим ожиданием квадрата случайной величины Х и квадратом ее математического ожидания.
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Доказательство. С учетом того, что математическое ожидание М(Х) и квадрат математического ожидания М2(Х) – величины постоянные, можно записать:
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Алгоритм решения стандартной задачи

1. Условие задачи

а) По тексту задачи определить дискретную случайную величину.

б) Записать ее значения.

в) Записать вероятности появления значений случайной величины.

г) Записать ряд распределения случайной величины:
	Х
	x1
	x2
	…
	xn

	p
	p1
	p2
	…
	pn


д) Определить по вопросу задачи искомую величину М(x), D(x), σ(x).

2. Решение задачи.

а) Записать формулу для нахождения математического ожидания


M(x) = x1p1 + x2p2 + … +xnpn,

Для нахождения дисперсии: D(x) = M (x2) – M2(x), где 

М (x2) = x12p1 + x22p2 + … + x2nPn
Для нахождения средного квадратичного отклонения:
σ(x) = 
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б) Произвести вычисления по формулам.
3. Ответ задачи

а) Чему равна искомая величина?

б) Соответствует ли ответ реальным условиям задачи?

Стандартная задача

Найти математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратичное отклонение дискретной случайной величины, зная закон ее распределения

	Х
	- 1
	2
	1

	p
	0,2
	0,4
	0,4


1. Условие задачи:
а) x – дискретная случайная величина.

б) x1 = -1,  x2 = 2,  x3 = 1

в) р1 = 0,2,  р2 = 0,4,  р3 = 0,4 

д) Найти математическое ожидание М(x), дисперсию D(x) и среднее квадратичное отклонение σ(x).

2. Решение задачи:
а) М(x) = x1p1 + x2p2 + … +xnpn
M(x) = -1 0,2 + 2 0,4 + 1 0,4 = -0,2 + 0,8 + 0,4 = 1,0

D (x) = М (x2) – М2 (x)

М (x2) = x12p1 + x22p2 + … + x2npn
M (x2) = 1 0,2 + 4 0,4 + 1 0,4 = 0,2 + 1,6 + 0,4 = 2,2

D (x) = 2,2 - (1,0)2 = 2,2 - 1,0 = 1,2

σ(x) = √1,2  = 1,1

3. Ответ задачи:
а) М(x) = 1,0;     D(x) = 1,2,    σ(x) = 1,1

б) Среднее значение случайной величины равно 1,0. Дисперсия равна 1,2. Среднее квадратическое отклонение от среднего значения равно 1,1.

Стандартная задача 2

Дисперсия случайной величины x равна 0,3. Найти дисперсию следующих величин: а) 2x – 1; б) -3x + 2; в) -4x.

1. Условие задачи

а) x – дискретная случайная величина

б) D(x) = 0,3

в) Найти D(2x – 1), D(-3x + 2); D(-4x)

2. Решение задачи

а) Используем свойства дисперсии

D(С) = 0,   D(Сx) = С2D (x),    D(x1 + x2) = D(x1) + D(x2)

б) D(2x – 1) = D(2x) – D(1) = 4 D(x) – D(1) = 4 0,3 – 0 = 1,2

D(- 3x – 2) = D(- 3x) + D(2) = 9 D(x) + D(2) = 9 0,3 + 0 = 2,7

D (- 4x) = (- 4)2 D(x) = 16 0,3 = 4,8

3. Ответ задачи

D(2x – 1) = 1,2

D(- 3x + 2) = 2,7

D(- 4x) = 4,8

Задачи для самостоятельного решения
1.1. На опытной делянке 20% корнеплодов имеют вес30 г., 40% имеют вес 45 г., остальные 50г. Написать закон распределения случайной величины Х – веса корнеплодов на делянке.

1.2. Найти математическое ожидание дискретной случайной величины, зная закон ее распределения:   

	Х
	2
	5
	4

	р
	0,4
	0,35
	0,25


1.3.Даны две случайные величины

	Х
	2
	1

	р
	0,2
	0,8


	У
	0,5
	1

	р
	0,7
	0,3


Найти математическое ожидание величины 2Х + 3У
1.4. Случайные величины x, y, z независимы. Найти математическое ожидание  случайной величины x + 4y - 8z, если М(x) = 3, М(y) = 7, 
М(z) = 1.

1.5. Случайные величины x, y независимы. Найти дисперсию случайных величин   x + 5y и 3x + 6, если Д (x) = 2, Д (y) = 6.

1.6.Дисперсия случайной величины Х равна 5. Найти дисперсию следующих величин: а) x – 1; б) -2x; в) 3x + 6. 

1.7. Случайная величина задана законом распределения

	Х
	2
	4
	3

	р
	0,4
	0,5
	0,1


Найти среднее квадратичное отклонение.

1.8.. Независимые случайные величины Х и У имеют следующие распределения.

	Х
	1
	2
	3
	
	У
	-1
	1
	5

	р
	0,3
	0,5
	0,2
	
	р
	0,6
	0,3
	0,1


Найти закон распределения случайной величины: Z =3X + Y, М(Z) и D(Z).

1.9. Возможные значения случайной величины таковы: x1 = 2, x2 = 0,  x3 = 3. известны вероятности первых двух возможных значений р1 = 0,4, р2 = 0,15. Составить закон распределения дискретной случайной величины Х и найти её числовые характеристики.

1.10. На животноводческой ферме было осуществлено контрольное взвешивание стада свиней из 100 голов. Получены  следующие результаты: 40 % имеют массу 55 кг, 26 % - 60 кг, 14 % - 65 кг и 20 % - 70 кг. Определить дискретную случайную величину, характеризующую варьирующий признак - массу животного, записать ее ряд распределения и найти среднюю массу животных, содержащихся на этой ферме.

1.11. На опытном поле случайно выбирают колоски ржи и подсчитывают число зерен в колосе. Из 10 отобранных колосьев в 5 было 12 зерен, в 4-х по 20 и в одном по 26. Определить дискретную случайную величину и составить ряд распределения и найти её основные числовые характеристики.

1.12. На ферме было произведено контрольное взвешивание телят. Были получены следующие результаты: 20 % телят имели массу около 300 кг, 30 % приблизительно 250 кг, 10 % - 200 кг, 15 % - 180 кг и 25 % - 160 %. Записать закон распределения случайной величины, характеризующий варьирующий признак - масса телят. Найти математическое ожидание массы телят, дисперсию и среднее квадратичное отклонение от нормальной массы.

1.13. Случайная величина Х, характеризующая варьирующий признак - вес зерна из некоторой пробы имеет следующий ряд распределения:

	Х
	30
	40
	50
	60

	p
	0,1
	0,4
	0,3
	0,2


Найти математическое ожидание веса зерна и его среднее квадратическое отклонение от среднего значения.

1.14. Математическое ожидание массы одного помидора М(Х) равно 0,1 кг. Математическое ожидание числа помидоров на кусте М(У) равно 18, а математическое ожидание числа кустов на участке М(Z) равно 150. Найти математическое ожидание суммарного урожая с участка.

1.15. Из снимаемых помидоров 20 % имеет массу 60 г, 40 % - 70 г, 30 % - 30 г, 10 % - 90 г. За неделю с 30 % всех кустов снимают по 3 помидора, с 50 %  всех кустов - по 4 помидора, с 20 % по 5. Сколько всего кг помидоров будет снято за неделю с участка, на котором имеется 200 кустов?

Задачи повышенной сложности

1.16. Написать закон распределения дискретной случайной величины Х – числа появлений «герба» при трёх бросаниях монеты. Записать функцию распределения и начертить её график.

1.17 Вероятность поражения стрелком мишени приодном выстреле равна 0,8. Написать закон распределения дискретной случайной величины Х – числа поражения мешени стрелком при четырех выстрелах. Записать функцию распределения и начертить её график.
1.18. После ответа студента на вопросы экзаменационного билета экзаменатор задает студенту не более 5 дополнительных вопросов. Преподаватель прекращает задавать дополнительные вопросы, как только студент обнаруживает незнание заданного вопроса. Вероятность того, что студент ответит на любой заданный дополнительный вопрос, равна 0.8. Составить закон распределения случайной дискретной величины Х - число дополнительных вопросов, которые задаст преподаватель студенту. Построить многоугольник распределения. Построить функцию распределения и начертить ее график.
1.19. Вероятность того, что стрелок попадет в мишень при одном выстреле, равна 0.7. Стрелку выдаются патроны до тех пор, пока он не промахнется, но их число не превышает 6. Требуется составить закон распределения дискретной случайной величины Х - числа патронов, выданных стрелку. Построить функцию распределения и начертить ее график.

1.20. Два бомбардировщика поочередно сбрасывают бомбы на цель до первого попадания. Вероятность попадания в цель первым бомбардировщиком равна 0.7, вторым - 0.8. Вначале сбрасывает бомбы первый бомбардировщик. Составить первые четыре члена закона распределения дискретной случайной Величины Х - числа сброшенных бомб обоими бомбардировщиками. Построить функцию распределения и начертить ее график. 

ТЕМА 3.2. НЕПРЕРЫВНАЯ СЛУЧАЙНАЯ ВЕЛИЧИНА

Перечень понятий темы

Понятие непрерывной случайной величины. Способы задания: дифференциальная функция распределения и её свойства, интегральная функция распределения и её свойства. Основные числовые характеристики непрерывной случайной величины.

Определения понятий темы

Непрерывной случайной величиной называют величину, принимающую непрерывные значения заранее точно не предсказуемые.

Интегральной функцией распределения F(х) непрерывной случайной величины Х называется функция, показывающая вероятность того, что Х принимаег значения не превосходящие х - некоторого фиксированного числа.
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 Свойства интегральной функции распределения:

1. 
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2. F(x) -неубывающая
3. (а, b) – диапазон 
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, то F(x) = 0 и х 
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b, то F(x) = 1

4. Р(Х < х2) = Р(Х < x1) + р(x1 
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 Х < x2), если x1< x2

5. P(a 
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 Х < b) = F(b)-F(a)

Дифференциальной функцией распределения называется первая производная от интегральной функции распределения   f(x) = F' (х) 
Связь интегральной функции с дифференциальной: F(x) = 
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Свойства дифференциальной функции распределения:

1. f(x) 
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 0 , как производная неубывающей функции.

2. 
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= 1,  т. к. суммарная вероятность на всей числовой оси равна 1. 

3. P(a 
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Основные характеристики непрерывной случайной величины.

1. Математическое ожидание M(x) = 
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2. Дисперсия D(x) = 
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3. Среднее кв. отклонение 
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Алгоритм решения стандартной задачи

 Задача 1. Дана функция F(х) , доказать, что она является функцией распределения непрерывной случайной величины Х. Определить вероятность попадания значения непрерывной случайной величины на заданный интервал от а до в .

1. Условие задачи

а) Дана функция F(х).

2. Решение задачи.

а) Построить её график.

б) Проверить выполнение свойств: 1-3 интегральной функции распределения. Если эти свойства (1-3) выполняются, то функция F(х) является интегральной функцией распределения некоторой случайной непрерывной величины.

в) Вычислить вероятность попадания значения на заданный интервал, используя 6 свойство интегральной функции распределения.

3. Ответ задачи

а) Записать ответ задачи.

Стандартная задача

 Задача 2 Дана интегральная функция распределения: 

F(x) = 
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Доказать, что она является интегральной функцией распределения непрервыной случайной величины Х. Найти вероятность попадания её в интервалы (1,2) , (0,5 ,1) , (-3,0).

Решение: а) построим график функции:

 y
1

               х

а) 1 – е свойство выполняется, так как все значения F(х) заключены в интервале от 0 до 1.

2 – е свойство выполняется, так как по графику видно, что F(х) – неубывающая.

3-е свойство: диапазон d = ( -2, 3).

б) P(1<x<2)=F(2) - F(l) = 0,4+0,4-0,2-0,4 = 0,2

P(0,5<x<1) =F(l) - F(0,5) = 0,2 + 0,4 – 0,1 – 0,4 = 0,1 

P(-3<x<0) = F(0) - F(-3) = 0,4 – 0 = 0,4.

Ответ: F(х) –является интегральной функцией распределения, некоторой случайной величины Х, так как выполняются свойства 1-3.

P(1<x<2)= 0,2,   P(0,5<x<1) = 0,1   P(-3<x<0) = 0,4.

Задача 3 Случайная величина Х задана функцией распределения:

F(x) = 
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Требуется найти: а) плотность распределения вероятностей; б) вероятность того, что в результате испытания случайная величина примет значение принадлежащее интервалу [0,1). 

Решение:

1. Найдём дифференциальную функцию распределения по формуле: 

 f(x) = F' (x)

f(x) = 
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2. Найдем вероятность того, что в результате испытания случайная величина примет значение принадлежащее интервалу (0,1) по формуле: 

P(a<x<b) = 
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 = F(b)-F(a)

P(0<x<1) = (1-e-x) 
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 = 1- 
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= 0,63

Ответ: P(0<x<1) = 0,63

Задача 4: Дана плотность вероятности случайной величины X:

f(x) = 
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Найти интегральную функцию распределения.
Решение:

1. Рассмотрим интервал:  x<0, x
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F(x) = 
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2. Рассмотрим интервал     x
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3.Рассмотрим интервал:    x
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Ответ: 

F(x)=
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Задачи для самостоятельного решения
2.1. Дана функция 
[image: image425.wmf] F(x)= 
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. Доказать, что она является интегральной функцией распределения случайной величины Х.

2.2. Случайная величина Х задана функцией распределения:

F(x) =
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Построить график этой функции распределения. Найти вероятностьтого, что в результате испытания Х примет значение, заключенное в интервале (0,1). 

2.3. Дискретная случайная величина Х задана законом распределения:

	Х
	2
	6
	10

	Р
	0,5
	0,4
	0,1


Построить график функции распределения этой величины.

2.4. Случайная величина Х задана интегральной функцией распределения:
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Найти плотность распределения величины Х. Найти вероятность того, что в результате испытания Х примет значение: а) меньшее 0,2; б) меньшее трёх; в) не меньшее трёх.

2.5. Доказать, что функция f(х) = 1/(х2 + 
[image: image431.wmf]p

2) является дифференциальной функцией распределения некоторой случайной величины.
2.6. Задана дифференциальная функция равпределения непрерывной случайной величины Х: 
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 EMBED Equation.3  [image: image434.wmf]ï
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Найти интегральную функцию распределения. Построить график, указать диапазон. Найти вероятностьтого, что в результате испытания Х примет значение, заключенное в интервале (-1,1). 

2.7. Задана плотность распределения непрерывной случайной величины: f(х) = 0, при х 
[image: image435.wmf]£
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/6, f(х) =3sin3х, при 
[image: image437.wmf]p

/6 
[image: image438.wmf]£

 х 
[image: image439.wmf]£

 
[image: image440.wmf]p

/3, f(х) = 0, при х 
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/3. Доказать, что эта функция является дифференциальной функцией распределения. 

2.8. Плотность распределения непрерывной случайной величины Х задана на всей оси ОХ равенством f(х) = 2С/(1+х2). Найти постоянный параметр С.

2.9. Плотность распределения непрерывной случайной величины Х задана в интервале (0, 1) равенством f(х) =С arctg х, вне этого интервала f(х) = 0. Найти постоянный параметр С.

2.10. Найти математическое ожидание случайной величины Х, заданной функцией распределения: 
[image: image443.wmf]
 F(x) =
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2.11. Случайная величина Х в интервале (2, 4) задана плотностью распределения:

f(х)= - (3/4)х2 + 6х – 45/4; вне этого интервала f(х) = 0. Найти математическое ожидание этой случайной величины.

2.12. Случайная величина Х задана плотностью распределения f(х)= 2х; вне этого интервала f(х) = 0. Найти математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение этой случайной величины.

2.13. Найти математическое ожидание и дисперсию случайной величины Х, имеющей в интервале (- 
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) плотность вероятности f(х)= 
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[image: image449.wmf]ТЕМА 3.3. НОРМАЛЬНЫЙ ЗАКОН РАСПРЕДЕЛЕНИЯ
Перечень понятий темы

Нормальный закон распределения. Вероятность попадания нормально – распределенной случайной величины на заданный интервал. Вероятность отклонения постоянной вероятности нормально – распределенной случайной величины от ее математического ожидания. Правило трех сигм.

Определения понятий темы

Непрерывная случайная величина называется нормально – распределенной, если ее плотность вероятности определяется:
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Если функция распределена по нормальному закону, то вероятность попадания случайной величины в заданный интервал будет определятся по следующей формуле:


[image: image451.wmf])

(

)

(

)

(

s

a

s

b

b

a

а

Ф

а

Ф

X

P

-

-

-

=

<

<


В частности, вероятность того, что отклонение величины X от его математического ожидания, а по абсолютной величине будет меньше ε, равна

Р([ x - а] < ε) = Р(а – ε < x < а + ε) = 2Ф(
[image: image452.wmf]s

e

).

Полагая ε = 3σ,  получим Р([ x- а ] < 3σ) = 2Ф (3) = 0,9973, т.е. такое отклонение является почти достоверным, то значит, что 99,7 % значений случайной величины попадает в интервал от  а- 3σ до а + 3σ (правило трех сигм).

Алгоритм решения стандартной задачи

1. Условие задачи

а) Из текста задачи определить случайную величину.

б) Обосновать, что она распределена по нормальному закону.

в) Записать значения математического ожидания М (x), дисперсии Д (x) и среднего квадратического отклонения σ (x) и границы рассматриваемого интервала (α, β).

г) Определить неизвестную величину по вопросу задачи.

2. Решение задачи

а) Формула   
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б) Значения Ф (x) – находим по таблице интегральной функции 

Лапласа (см. приложение 2).

3. Ответ задачи:
а) Указать значение полученной вероятности для случайной величины.

б) Удовлетворяет ли эта величина реальным условиям задачи?

Стандартная задача

Случайная величина X распределена по нормальному закону. Математическое ожидание М(x) = 5; Д(x) = 0,64. Найти вероятность того, что в результате испытания X примет значение в интервале (4, 7).

1. Условие задачи

а) X – случайная величина

б) X распределена по нормальному закону по условию задачи.

в) М(x) = 5, Д(x) = 0,64, σ(x) = √ 0,64 = 0,8,       α = 4, β = 7.

г) Определить вероятность того, что в результате испытания X примет значение в интервале (4; 7). 
Р(4 < x < 7) -?

3. Решение задачи:
а) 
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Р(4 < x < 7) = Ф(
[image: image455.wmf]8

,

0
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-

) - Ф(
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,

0

5

4

-

) = Ф (2,5) – Ф (-1,25) =

Ф (2,5) + Ф (1,25) = 0,4938 + 0,3944 = 0,8882.

3. Ответ задачи

а) Р (4 < x < 7) ≈ 0,89

б) Вероятность попадания случайной величины X, имеющей математическое ожидание М (x) = 5 в интервал (4; 7) равна 0,89, этот ответ удовлетворяет реальным условиям задачи, т.к. действительно большая часть значений случайной величины группируется около среднего значения М(x) = 5.

Задачи для самостоятельного решения
3.1. Случайная величина X распределена по нормальному закону. Математическое ожидание М (x) = 25, среднее квадратическое отклонение σ (x) = 4. Найти вероятность того, что в результате испытания X примет значение в интервале (17; 31).

3.2. В государственную племенную книгу записывают коров с годовым удоем не менее 4200 кг. Для одного массива коров имеем средний удой 3000 кг и среднее квадратическое отклонение удоя молока 800 кг. Какой процент коров этого массива попадет в государственную племенную книгу, если считать, что случайная величина X - удой молока, подчинена нормальному закону.

3.3. Какова вероятность того, что на участке леса со средней высотой деревьев, равной 9 м и стандартным отклонением, равным 0,5 м, высота деревьев колеблется от 8 до 10 м, если высота деревьев подчинена нормальному закону?  

3.4. В имеющейся партии яиц, средняя масса одного яийца равна 59 г, среднее квадратичное отклонение равно 6 г. Считая, что вес яиц распределяется по нормальному закону, определить процент яиц, Идущих в заготовку, если в заготовку принимают от 50 до 65 г.

3.5. Средняя длина рыбы 30 см. 30 % всей вылавливаемой рыбы имеют длину от 26 см до 30 см. Какой процент рыб имеют длину, превышающую 35 см, если принять, что случайная величина X – длина рыбы – подчинена нормальному закону.

3.6. Средняя высота деревьев в роще равна 12 метров. Определить, исходя из предположения, что высота деревьев распределяется по нормальному закону, какой процент деревьев рощи имеет высоту, превышающую 15 м, если деревья, высота которых не достигает 10 м, составляет 15 %.

3.7. Исходя из предположения, что размеры рыбы подчиняется нормальному закону распределения, определить, какой процент из них отклоняется от среднего более чем на 8 см, если 70 % отклоняется от него на 5 см и менее.

3.8. 5 5 всех яблок из данной партии отклоняется от среднего веса яблок (120 г) более чем на 20 г. Считая, что распределение веса яблок подчиняется нормальному закону, найти, какой процент яблок имеет вес в пределах от 100 до 130 г.

3.9. Нормально распределенная случайная Х задана плотностью вероятности:

f(х) = 
[image: image457.wmf]p
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- (х-1) / 50

Найти математическое ожидание и дисперсию.
Приложение 1

Таблица значений малой функции Лапласа

	х
	   0    
	   1       
	   2
	   3
	   4          
	   5 
	   6  
	   7
	   8
	   9

	 0,0
	0,3989
	 989
	 989
	 988
	 986
	 984
	 982
	 980
	 977
	 973

	 0,1
	0,3970
	 965
	 961
	 956
	 951
	 945
	 939
	 932
	 925
	 918

	 0,2
	0,3910
	 902
	 894
	 885
	 876
	 867
	 857
	 847
	 836
	 825

	 0,3
	0,3814
	 802
	 790
	 778
	 765
	 752
	 739
	 726
	 712
	 697

	 0,4
	0,3683
	 668
	 653
	 637
	 621
	 605
	 589
	 572
	 555
	 538

	 0,5 
	0,3521
	 503
	 485
	 467
	 448
	 429
	 410
	 391
	 372
	 352

	 0,6
	0,3332
	 312
	 292
	 271
	 251
	 230
	 209
	 187
	 166
	 144

	 0,7
	0,3123
	 101
	 079
	 056
	 034
	 011
	 2989
	 2966
	 2943
	 2920

	 0,8 
	0,2897
	 874
	 850
	 827
	 803
	 780
	 756
	 732
	 709
	 685

	 0,9
	0,2661
	 637
	 613
	 589
	 565
	 541
	 516
	 492
	 468
	 444

	1,0
	0,2420
	 396
	 371
	 347
	 323
	 299
	 275
	 251
	 227
	 203

	 1,1
	0,2179
	 155
	 131
	 107
	 083
	 059
	 036
	 012
	 1989
	 1965

	 1,2
	0,1942
	 919
	 895
	 872
	 849
	 826
	 804
	 781
	 758
	 736

	 1,3
	0,1714
	 691
	 669
	 647
	 626
	 604
	 582
	 561
	 539
	 518

	 1,4
	0,1497
	 476
	 456
	 435
	 415
	 394
	 374
	 354
	 334
	 315

	 1,5
	0,1295
	 276
	 257
	 238
	 219
	 200
	 182
	 163
	 145
	 127

	 1,6
	0,1109
	 092
	 074
	 057
	 040
	 023
	 006
	 0989
	 0973
	 0957

	 1,7
	0,0941
	 925
	 909
	 893
	 878
	 863
	 848
	 833
	 818
	 804

	 1,8
	0,0790
	 775
	 761
	 748
	 734
	 721
	 707
	 694
	 681
	 669

	 1,9
	0,0655
	 644
	 632
	 620
	 608
	 596
	 584
	 573
	 562
	 551

	 2,0
	0,0541
	 529
	 519
	 508
	 498
	 488
	 478
	 468
	 459
	 449

	 2,1
	0,0440
	 431
	 422
	 413
	 404
	 396
	 387
	 379
	 371
	 363

	 2,2
	0,0355
	 347
	 339
	 332
	 325
	 317
	 310
	 303
	 297
	 290

	 2,3
	0,0283
	 277
	 270
	 264
	 258
	 252
	 246
	 241
	 235
	 229

	 2,4
	0,0224
	 210
	 213
	 208
	 203
	 198
	 194
	 189
	 184
	 180

	 2,5
	0,0175
	 171
	 167
	 163
	 158
	 154
	 151
	 147
	 143
	 139

	 2,6
	0,0136
	 132
	 129
	 126
	 122
	 119
	 116
	 113
	 110
	 107

	 2,7
	0,0104
	 101
	 099
	 096
	 093
	 091
	 088
	 086
	 084
	 081

	 2,8
	0,0079
	 077
	 075
	 073
	 071
	 069
	 067
	 065
	 063
	 061

	 2,9
	0,0060
	 058
	 056
	 055
	 053
	 051
	 050
	 048
	 047
	 046

	 3,0
	0,0044
	 043
	 042
	 040
	 039
	 038
	 037
	 036
	 035
	 034

	 3,1
	0,0033
	 032
	 031
	 030
	 029
	 028
	 027
	 026
	 025
	 025

	 3,2
	0,0024
	 023
	 022
	 022
	 021
	 020
	 020
	 019
	 018
	 018

	 3,3
	0,0017
	 017
	 016
	 016
	 015
	 015
	 014
	 014
	 013
	 013

	 3,4
	0,0012
	 012
	 012
	 011
	 011
	 010
	 010
	 010
	 009
	 009

	 3,5
	0,0009
	 008
	 008
	 008
	 008
	 007
	 007
	 007
	 007
	 006

	 3,6
	0,0006
	 006
	 006
	 006
	 005
	 005
	 005
	 005
	 005
	 004

	 3,7
	0,0004
	 004
	 004
	 004
	 004
	 004
	 003
	 003
	 003
	 003

	 3,8
	0,0003
	 003
	 003
	 003
	 003
	 002
	 002
	 002
	 002
	 002


Приложение 2.

Таблица значений большой функции Лапласа

	   x     
	  Ф( x) 
	    x
	  Ф(x)
	    x
	  Ф(x) 
	    x
	  Ф(x)

	 0,00
	0,0000
	 0,33
	0,1293
	 0,66
	0,2454
	 0,99
	0,3389

	 0,01
	0,0040
	 0,34
	0,1331
	 0,67
	0,2486
	 1,00
	0,3413

	 0,02
	0,0080
	 0,35
	0,1368
	 0,68
	0,2517
	 1,01
	0,3438

	 0,03
	0,0120
	 0,36
	0,1406
	 0,69
	0,2549
	 1,02
	0,3461

	 0,04
	0,0160
	 0,37
	0,1443
	 0,70
	0,2580
	 1,03
	0,3485

	 0,05
	0,0199
	 0,38
	0,1480
	 0,71
	0,2611
	 1,04
	0,3508

	 0,06
	0,0239
	 0,39
	0,1517
	 0,72
	0,2642
	 1,05
	0,3531

	 0,07
	0,0279
	 0,40
	0,1554
	 0,73
	0,2673
	 1,06
	0,3554

	 0,08
	0,0319
	 0,41
	0,1591
	 0,74
	0,2703
	 1,07
	0,3577

	 0,09
	0,0359
	 0,42
	0,1628
	 0,75
	0,2734
	 1,08
	0,3599

	 0,10
	0,0398
	 0,43
	0,1664
	 0,76
	0,2764
	 1,09
	0,3621

	 0,11
	0,0438
	 0,44
	0,1700
	 0,77
	0,2794
	 1,10
	0,3643

	 0,12
	0,0478
	 0,45
	0,1736
	 0,78
	0,2823
	 1,11
	0,3665

	 0,13
	0,0517
	 0,46
	0,1772
	 0,79
	0,2852
	 1,12
	0,3686

	 0,14
	0,0557
	 0,47
	0,1808
	 0,80
	0,2881
	 1,13
	0,3708

	 0,15
	0,0596
	 0,48
	0,1844
	 0,81
	0,2910
	 1,14
	0,3729

	 0,16
	0,0636
	 0,49
	0,1879
	 0,82
	0,2939
	 1,15
	0,3749

	 0,17
	0,0675
	 0,50
	0,1915
	 0,83
	0,2967
	 1,16
	0,3770

	 0,18
	0,0714
	 0,51
	0,1950
	 0,84
	0,2995
	 1,17
	0,3790

	 0,19
	0,0753
	 0,52
	0,1985
	 0,85
	0,3023
	 1,18
	0,3810

	 0,20
	0,0793
	 0,53
	0,2019
	 0,86
	0,3051
	 1,19
	0,3830

	 0,21
	0,0832
	 0,54
	0,2054
	 0,87
	0,3078
	 1,20
	0,3849

	 0,22
	0,0871
	 0,55
	0,2088
	 0,88
	0,3106
	 1,21
	0,3869

	 0,23
	0,0910
	 0,56
	0,2123
	 0,89
	0,3133
	 1,22
	0,3883

	 0,24
	0,0948
	 0,57
	0,2157
	 0,90
	0,3159
	 1,23
	0,3907

	 0,25
	0,0987
	 0,58
	0,2190
	 0,91
	0,3186
	 1,24
	0,3925

	 0,26
	0,1026
	 0,59
	0,2224
	 0,92
	0,3212
	 1,25
	0,3944

	 0,27
	0,1064
	 0,60
	0,2257
	 0,93
	0,3238
	 1,26
	0,3962

	 0,28
	0,1103
	 0,61
	0,2291
	 0,94
	0,3264
	 1,27
	0,3980

	 0,29
	0,1141
	 0,62
	0,2324
	 0,95
	0,3289
	 1,28
	0,3997

	 0,30
	0,1179
	 0,63
	0,2357
	 0,96
	0,3315
	 1,29
	0,4015

	 0,31
	0,1217
	 0,64
	0,2389
	 0,97
	0,3340
	 1,30
	0,4032

	 0,32
	0,1255
	 0,65
	0,2422
	 0,98
	0,3365
	 1,31
	0,4049

	 1,32
	0,4066
	 1,66
	0,4515
	 2,00
	0,4772
	 2,68
	0,4963

	 1,33
	0,4082
	 1,67
	0,4525
	 2,02
	0,4783
	 2,70
	0,4965

	 1,34
	0,4099
	 1,68
	0,4535
	 2,04
	0,4793
	 2,72
	0,4967

	 1,35
	0,4115
	 1,69
	0,4545
	 2,06
	0,4803
	 2,74
	0,4969

	 1,36
	0,4131
	 1,70
	0,4554
	 2,08
	0,4812
	 2,76
	0,4971

	 1,37
	0,4147
	 1,71
	0,4564
	 2,10
	0,4821
	 2,78
	0,4973

	 1,38
	0,4162
	 1,72
	0,4573
	 2,12
	0,4830
	 2,80
	0,4974

	 1,39
	0,4177
	 1,73
	0,4582
	 2,14
	0,4838
	 2,82
	0,4976

	 1,40
	0,4192
	 1,74
	0,4591
	 2,16
	0,4846
	 2,84
	0,4977

	 1,41
	0,4207
	 1,75
	0,4599
	 2,18
	0,4854
	 2,86
	0,4979

	 1,42
	0,4222
	 1,76
	0,4608
	 2,20
	0,4861
	 2,88
	0,4980

	 1,43
	0,4236
	 1,77
	0,4616
	 2,22
	0,4868
	 2,90
	0,4981

	 1,44
	0,4251
	 1,78
	0,4625
	 2,24
	0,4875
	 2,92
	0,4982

	 1,45
	0,4265
	 1,79
	0,4633
	 2,26
	0,4881
	 2,94
	0,4984

	 1,46
	0,4279
	 1,80
	0,4641
	 2,28
	0,4887
	 2,96
	0,4985

	 1,47
	0,4292
	 1,81
	0,4649
	 2,30
	0,4893
	 2,98
	0,4986

	 1,48
	0,4306
	 1,82
	0,4656
	 2,32
	0,4898
	 3,00
	0,49865

	 1,49
	0,4319
	 1,83
	0,4664
	 2,34
	0,4904
	 3,20
	0,49931

	 1,50
	0,4332
	 1,84
	0,4671
	 2,36
	0,4909
	 3,40
	0,49966

	 1,51
	0,4345
	 1,85
	0,4678
	 2,38
	0,4913
	 3,60
	0,499841

	 1,52
	0,4357
	 1,86
	0,4686
	 2,40
	0,4918
	 3,80
	0,499928

	 1,53
	0,4370
	 1,87
	0,4693
	 2.42
	0,4922
	 4,00
	0,499968

	 1,54
	0,4382
	 1,88
	0,4699
	 2,44
	0,4927
	 4,50
	0,499997

	 1,55
	0,4394
	 1,89
	0,4706
	 2,46
	0,4931
	 5,00
	0,499997

	 1,56
	0,4406
	 1,90
	0,4713
	 2,48
	0,4934
	
	

	 1,57
	0,4418
	 1,91
	0,4719
	 2,50
	0,4938
	
	

	 1,58
	0,4429
	 1,92
	0,4746
	 2,52
	0,4941
	
	

	 1,59
	0,4441
	 1,93
	0,4732
	 2,54
	0,4945
	
	

	 1,60
	0,4452
	 1,94
	0,4738
	 2,56
	0,4948
	
	

	 1,61
	0,4463
	 1,95
	0,4744
	 2,58
	0,4951
	
	

	 1,62
	0,4474
	 1,96
	0,4750
	 2,60
	0,4953
	
	

	 1,63
	0,4484
	 1,97
	0,4756
	 2,62
	0,4956
	
	

	 1,64
	0,4495
	 1,98
	0,4761
	 2,64
	0,4959
	
	

	 1,65
	0,4505
	 1,99
	0,4767
	 2,66
	0,4961
	
	


Список использованной литературы

1. Аленичева, Е. Компьютеризация и дидактика: поле взаимодействия [Текст] / Е. Аленичева, В. Езерский, А. Антонов // Высшее образование в России. - 1999. - №5. - С.83-88.

2. Артёмов, А.В. Модульно-рейтинговая система [Текст] / А.В. Артёмов, И.Н. Павлов, Т.П. Сидорова // Высшее образование в России. - 1999. - №4. - С. 121-125.

3. Васильева, Т.В. Модули для самообучения  [Текст] / Т.В. Васильева // Вестник высшей школы. – 1988. - №6. – С. 86-87.
4. Гмурман В.Е. Руководство к решению задач по теории вероятностей и математической статистике [Текст]: Учебное пособие для вузов / В.Е. Гмурман. - М.: Высш. школа, 2000. – 479 с.

5. Гмурман, В.Е. Теория вероятностей и математическая статистика [Текст]: учебное пособие для вузов / В.Е. Гмурман. - М.: Высш. школа, 2000. – 479 с.

6. Горелова, Г.В. Теория вероятностей и математическая статистика в примерах и задачах [Текст]: учебное пособие для вузов / Г.В. Горелова, И.А. Кацко. - Ростов н/Д.: Феникс, 2002. – 400 с.

7. Данко, П.Е. Высшая математика в упражнениях и задачах [Текст]: учебное пособие для вузов / П.Е. Данко, А.Г. Попов, Т.Я. Кожевникова. – М.: Высшая школа. 1998. – 416 с.

8. Журбина, Н.Р. Проблемно-модульная технология преподавания уголовно-процессуального права в высшем учебном заведении [электронный ресурс] / Н.Р. Журбина // www/ tisbi.ru/science/vestnik /2004/issue2/ Kult6/html. 10 с.
9. Идиатулин, В.С. Когнитивная технология обучения студентов [Текст] / В.С. Идиатулин. - Ижевск: Шеп, 2002. - 180 с.
10. Карасёв, А.И., Курс высшей математики для экономических вузов. [Текст]: учебное пособие для студентов вузов / А.И. Карасёв, З.М. Аксютина, Т.И. Савельева. - М.: Высш. школа, 1982. - 318 с.

11. Коваленко, И.Н. Теория вероятностей [Текст]: учебник / И.Н. Коваленко, Б.В. Гнеденко.- М: Высшая школа, 1990. - 328 с.

12. Коменский, Я.А. Избранные педагогические сочинения [Текст]: под ред. А.И. Пискунова: В 2 т / Я.А. Коменский.  -  М.: Педагогика,  1982. - Т. 1. - 656 с.
13. Котова, И.П. Принципы адаптивной системы обучения [Электронный ресурс] / И.П. Котова // Methods.ucoz.ru/publ/6.
14. Лузик, Э.В. Разработка и внедрение критериально - ориентированных тестов достижений по учебным дисциплинам [Текст] / Э.В. Лузик. - Киев, 1996. – 223 с.
15. Муравьева, А.А. Модульные программы, основанные на компетенциях [Текст] / А.А. Муравьева // СПО. - 2004. - № 2. - С. 28 - 30.

16. Общий курс высшей математики для экономистов [Текст]: учебник / Под ред. В.И. Ермакова. - М.: ИНФРА-М, 1999. – 656 с.

17. Чернилевский, Д.В. Дидактические технологии в высшей школе [Текст] / Д.В. Чернилевский. - М.: ЮНИТИ, 2002. - 437с.
18. Чошанов, М.А. Гибкая технология проблемно-модульного обучения [Текст] / М.А. Чошанов. - М.: Народное образование, 1996. - 152 с.
19. Чошонов, М.А. Теория и технология проблемно-модульного обучения в профессиональной школе [Текст]: дисс. … д-ра. пед. наук / М.А. Чошонов. - Казань, 1996. – 391 с.
20. Юцявичене П.А. Основы модульного обучения [Текст] / П.А. Юцявичене. – Вильнюс, 1990. – 135 с.

21. Юцявичене, П.А. Теоретические основы модульного обучения [Текст]: дисс. … д-ра. пед. наук / П.А. Юцявичене. – Вильнюс, 1990. – 405 с.

� EMBED Equation.3  ���





�Рис. 1





�




















1
2

_1266163524.unknown

_1326900777.unknown

_1329221308.unknown

_1329566031.unknown

_1330418919.unknown

_1331366768.unknown

_1331366913.unknown

_1341325581.unknown

_1341493565.unknown

_1331367012.unknown

_1331366795.unknown

_1330419774.unknown

_1331366671.unknown

_1331366108.unknown

_1330418958.unknown

_1330412153.unknown

_1330412211.unknown

_1330412245.unknown

_1330413379.unknown

_1330412186.unknown

_1329566767.unknown

_1330412007.unknown

_1330412095.unknown

_1329567037.unknown

_1330352244.unknown

_1329566994.unknown

_1329566078.unknown

_1329566462.unknown

_1329566054.unknown

_1329565055.unknown

_1329565377.unknown

_1329565544.unknown

_1329566009.unknown

_1329565476.unknown

_1329565176.unknown

_1329565229.unknown

_1329565079.unknown

_1329391083.unknown

_1329391661.unknown

_1329564950.unknown

_1329391183.unknown

_1329221408.unknown

_1329221476.unknown

_1329391051.unknown

_1329221339.unknown

_1328530079.unknown

_1328872823.unknown

_1329220882.unknown

_1329221185.unknown

_1329221282.unknown

_1329220967.unknown

_1329220747.unknown

_1329220825.unknown

_1329220723.unknown

_1328530554.unknown

_1328530891.unknown

_1328530992.unknown

_1328860033.unknown

_1328872785.unknown

_1328858900.unknown

_1328530938.unknown

_1328530654.unknown

_1328530762.unknown

_1328530607.unknown

_1328530426.unknown

_1328530532.unknown

_1327505987.unknown

_1328527898.unknown

_1328529975.unknown

_1328529772.unknown

_1327508017.unknown

_1328162335.unknown

_1328170685.unknown

_1328527871.unknown

_1328169637.unknown

_1328159200.unknown

_1327506048.unknown

_1327499805.unknown

_1327502668.unknown

_1327502729.unknown

_1327500195.unknown

_1326900982.unknown

_1327402346.unknown

_1326901054.unknown

_1326900886.unknown

_1266433867.unknown

_1266499548.unknown

_1316599196.unknown

_1326792687.unknown

_1326895553.unknown

_1322995364.unknown

_1326691215.unknown

_1316599285.unknown

_1322992535.unknown

_1266499953.unknown

_1266500037.unknown

_1266598886.unknown

_1316598694.unknown

_1266499999.unknown

_1266499793.unknown

_1266434083.unknown

_1266434575.unknown

_1266499513.unknown

_1266434301.unknown

_1266433973.unknown

_1266433990.unknown

_1266433935.unknown

_1266430714.unknown

_1266432106.unknown

_1266433349.unknown

_1266433486.unknown

_1266432262.unknown

_1266430819.unknown

_1266431144.unknown

_1266431209.unknown

_1266431391.unknown

_1266431491.unknown

_1266431248.unknown

_1266431166.unknown

_1266430851.unknown

_1266430767.unknown

_1266430789.unknown

_1266430748.unknown

_1266181706.unknown

_1266183064.unknown

_1266184637.unknown

_1266430420.unknown

_1266430621.unknown

_1266430665.unknown

_1266430487.unknown

_1266430361.unknown

_1266430381.unknown

_1266184778.unknown

_1266184994.unknown

_1266184995.unknown

_1266184841.unknown

_1266184733.unknown

_1266183754.unknown

_1266184242.unknown

_1266183847.unknown

_1266184085.unknown

_1266183661.unknown

_1266183692.unknown

_1266183416.unknown

_1266182383.unknown

_1266182878.unknown

_1266182961.unknown

_1266182487.unknown

_1266182182.unknown

_1266182283.unknown

_1266181768.unknown

_1266179405.unknown

_1266179722.unknown

_1266180720.unknown

_1266180914.unknown

_1266180032.unknown

_1266179637.unknown

_1266163669.unknown

_1266163849.unknown

_1266179000.unknown

_1266179033.unknown

_1266178761.unknown

_1266163698.unknown

_1266163586.unknown

_1266163657.unknown

_1266163540.unknown

_1168456353.unknown

_1203830761.unknown

_1241809421.unknown

_1241976597.unknown

_1266163392.unknown

_1266163437.unknown

_1266163502.unknown

_1266163418.unknown

_1242392226.unknown

_1242408356.unknown

_1266163276.unknown

_1266163340.unknown

_1266163366.unknown

_1266163301.unknown

_1242408819.unknown

_1242407799.unknown

_1242407702.unknown

_1242407743.unknown

_1242392615.unknown

_1241976881.unknown

_1242224958.unknown

_1241976649.unknown

_1241975134.unknown

_1241976506.unknown

_1241976553.unknown

_1241975372.unknown

_1241975004.unknown

_1241975055.unknown

_1241809767.unknown

_1203830765.unknown

_1241807006.unknown

_1241807253.unknown

_1241806399.unknown

_1203830763.unknown

_1203830764.unknown

_1203830762.unknown

_1203830751.unknown

_1203830756.unknown

_1203830758.unknown

_1203830760.unknown

_1203830757.unknown

_1203830754.unknown

_1203830755.unknown

_1203830753.unknown

_1203830728.unknown

_1203830733.unknown

_1203830735.unknown

_1203830750.unknown

_1203830734.unknown

_1203830731.unknown

_1203830732.unknown

_1203830730.unknown

_1169321716.unknown

_1178196143.unknown

_1203830725.unknown

_1203830726.unknown

_1203830724.unknown

_1178196109.unknown

_1169321713.unknown

_1169321715.unknown

_1168457963.unknown

_1169321712.unknown

_1168458155.unknown

_1168458042.unknown

_1168457520.unknown

_1168457543.unknown

_1168457490.unknown

_1159807029.unknown

_1168370694.unknown

_1168374643.unknown

_1168455455.unknown

_1168455968.unknown

_1168456062.unknown

_1168455516.unknown

_1168453695.unknown

_1168453865.unknown

_1168453374.unknown

_1168373258.unknown

_1168373679.unknown

_1168374627.unknown

_1168373398.unknown

_1168373225.unknown

_1168371510.unknown

_1168371805.unknown

_1159807328.unknown

_1159807414.unknown

_1163072449.unknown

_1168370053.unknown

_1168370656.unknown

_1159807524.unknown

_1159807396.unknown

_1159807253.unknown

_1035109810.unknown

_1129799692.unknown

_1155324140.unknown

_1156227446.unknown

_1159806831.unknown

_1159806922.unknown

_1156228449.unknown

_1156237984.unknown

_1156238035.unknown

_1156237050.unknown

_1156228019.unknown

_1156159407.unknown

_1156227399.unknown

_1156159006.unknown

_1156157785.unknown

_1138718720.unknown

_1138726785.unknown

_1155318596.unknown

_1155318779.unknown

_1155319810.unknown

_1155318646.unknown

_1138727586.unknown

_1154416672.unknown

_1138726556.unknown

_1129807721.unknown

_1129808193.unknown

_1138716370.unknown

_1129808325.unknown

_1129808000.unknown

_1129799871.unknown

_1069573802.unknown

_1069574449.unknown

_1070355730.unknown

_1109783148.unknown

_1129799660.unknown

_1109779155.unknown

_1069574748.unknown

_1069575584.unknown

_1070355584.unknown

_1069574789.unknown

_1069574846.unknown

_1069574873.unknown

_1069574766.unknown

_1069574554.unknown

_1069574641.unknown

_1069574494.unknown

_1069574246.unknown

_1069574314.unknown

_1069574170.unknown

_1069574209.unknown

_1069573829.unknown

_1069572564.unknown

_1069573495.unknown

_1069573643.unknown

_1069572648.unknown

_1036084163.unknown

_1069572555.unknown

_1036478933.unknown

_1035109931.unknown

_1034768283.unknown

_1035019997.unknown

_1035021288.unknown

_1035109460.unknown

_1035109724.unknown

_1035107441.unknown

_1035020376.unknown

_1035020924.unknown

_1035020921.unknown

_1035020130.unknown

_1034783566.unknown

_1034785716.unknown

_1034785794.unknown

_1034785563.unknown

_1034768638.unknown

_1034783533.unknown

_1034768433.unknown

_1034765407.unknown

_1034766915.unknown

_1034767489.unknown

_1034768089.unknown

_1034767138.unknown

_1034765681.unknown

_1034765741.unknown

_1034674751.unknown

_1034765109.unknown

_1034764618.unknown

_1034764811.unknown

_1034679557.unknown

_1034764477.unknown

_1034674317.unknown

