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Введение
Предложенная мне тема «Решение задачи об оптимальной интерполяции с помощью дискретного преобразования Фурье (ДПФ)» написана на основе книги В. Н. Малоземова и С. М. Машарского «Основы дискретного гармонического анализа». Дискретный гармонический анализ – это математическая дисциплина, результаты которой активно используются в цифровой обработке сигналов. По ходу изучения книги возникли новые задачи, две из которых приведены в разделе «Решения задач». В данной работе также сравнивается ДПФ с непрерывным преобразованием Фурье. В приложениях в случае классического преобразования приходится приближенно заменят интегралы некоторыми суммами. При этом основная трудность связана с необходимостью оценки погрешности на каждом из последующих этапов. ДПФ тем выгоднее и отличаются, что здесь с самого начала вместо интегралов имеем дело с суммами. При этом основные цели использования ДПФ также достигаются.

  Рассматриваются различные преобразования 
[image: image1.wmf]N

- периодических векторов, среди которых центральную роль играет ДПФ. Задача об оптимальной интерполяции является приложением ДПФ. 

  Отдельные задачи в рамках дипломной работы мне решить не удалось. Они не вошли в дипломную работу.

  Основная работа свелась к изложению основных фактов с подробными доказательствами. В начале дипломной работы имеется раздел «Вспомогательный материал», в котором кратко изложены факты, необходимые для чтения основного текста. Эти факты хорошо известны и касаются тех понятий и терминов, которые встречаются в теории чисел, в теории линейных комплексных пространств и в линейной алгебре. Все эти понятия используются для получения более важных результатов в последующих параграфах. 

  Далее вводится пространство 
[image: image2.wmf]N

- периодических векторов 
[image: image3.wmf]N
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 и устанавливается тот факт, что 
[image: image4.wmf]N
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- линейное комплексное пространство. 
Над элементами этого пространства определяются прямое и обратное ДПФ.
  Решены задачи, составлена и апробирована программа, которая реализует оптимальную интерполяцию. Также составлены программы, которые вычисляют свертку двух периодических векторов и ДПФ.

  При решении задачи оптимальной интерполяции сначала переходим к новым переменным с помощью ДПФ. Далее полеченную задачу решаем методом множителей Лагранжа. И, наконец, переходим к исходным переменным с помощью формулы обращения. 
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            § 1. Вспомогательный материал
В данной работе используются следующие обозначения:

Z, R, C – множества целых, действительных и комплексных чисел соответственно;

m : n – множество последовательных целых чисел {m, m+1, … ,n}.
1.Корни из единицы. Допустим 
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– натуральное число,
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По формуле Муавра при натуральном k получаем
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В частности, 
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 Число 
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 называется корнем 
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– й степени из единицы.

Формула (2) верна при k=0. Покажем, что она верна и при целых отрицательных степенях 
[image: image12.wmf]N

w

. Действительно,
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Значит, получили, что формула (2) справедлива при всех 
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Отметим, что 
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 при натуральном 
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. Из (2) и свойств тригонометрических функций следует также, что при всех целых 
[image: image18.wmf]j

 и 
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Применяя формулу Эйлера, имеем 
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2.Комплексное унитарное пространство. Будем говорить, что в комплексном линейном пространстве определено скалярное умножение, если всякой паре векторов a,b поставлено в соответствие число, обозначаемое символом (a,b) и называемое скалярным произведением векторов a и b. Причём (a,b) будет, вообще говоря, комплексным числом. 
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При этом должны выполнятся аксиомы:
1.
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, где черта обозначает, как обычно, переход к сопряжённому комплексному числу;
2.
[image: image24.wmf]);

,

(

)

,

(

)

,

(

c

a

b

a

c

b

a

+

=

+


3.
[image: image25.wmf]);

,

(

)

,

(

b

a

b

a

a

a

=


4.Если а ≠ 0, то скалярный квадрат вектора а строго положителен, т.е.

  (а. а) > 0, а если (а, а) = 0, то а = 0.

Комплексное линейное пространство называется унитарным пространством, если в нём задано скалярное умножение.
Векторы а и b называются ортогональными, если их скалярное произведение равно нулю
                       (а,b) = 0.
Система векторов называется ортогональной системой, если все векторы этой системы попарно ортогональны.

Назовём вектор b нормированным, если его скалярный квадрат равен единице
                (b, b) = 1.
При этом, если 
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  - ортонормированная база и  векторы  а,b 
имеют в этом базе записи
а = 
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Также имеем равенство
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3.Вычеты. Пусть
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 – натуральное число. Существует единственное целое число 
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Оно называется целой частью дроби 
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 и обозначается 
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Разность 
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 по модулю 
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 и обозначается 
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Нетрудно показать, что 
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 EMBED Equation.3  [image: image44.wmf]Î
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Действительно, умножим неравенства (4) на 
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 и вычтем 
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Получим 
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, что равносильно (5).

4.Функции комплексного переменного. На плоскостях комплексных переменных z и w рассмотрим соответственно множества 
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 и 
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Если указан закон f, по котором каждому значению 
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 сопоставляется единственное значение 
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, то говорят, что на множестве Е определена однозначная функция комплексного переменного z и пишут w=f(z).
Функции 
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 EMBED Equation.3  [image: image54.wmf]определяются как суммы степенных рядов:
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Из этих равенств непосредственно можно получить следующие формулы Эйлера: 
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5.Матрицы. Прямоугольная таблица чисел, записанная в виде
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                                                                                          (8)
называется матрицей.

Коротко матрицу обозначают так: 
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где 
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 - элемент данной матрицы, который находится в i-й строке и j-м столбце матрицы А.
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Некоторые свойства матриц:
1. сумма С = А + В двух матриц А и В одного размера m
[image: image65.wmf]´

n – это матрица

    С = (с
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), где с
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 = a
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 + b
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 для всех i, j;
  сумма матриц разных размеров не определяется.

2.Произведение С = λА матрицы А и элемента λ
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С – это матрица того же размера, что и А, причём 
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3.Произведение С = АВ матрицы А размера m
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n и матрицы В размера n
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p – это матрица С размера m
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Произведение матриц в общем случае некоммутативно, т.е АВ≠ВА.
Транспонированная матрица 
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 (по отношению к матрице А) – такая матрица, что 
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Совокупность элементов 
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 квадратной матрицы 
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 называется главной диагональю матрицы.

Матрица, у которой элементы, стоящие на главной диагонали, равны единице, а все остальные элементы равны 0, называется единичной матрицей и обозначается буквой Е.

Напомним, что 

                            АЕ = А и ЕА = А.

Матрица называется ортогональной, если строки образуют ортогональную систему векторов и норма каждой строки равна единице.

Квадратная матрица называется симметрической, если 
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6.Определители. Всякое расположение  чисел 1, 2, …,n в некотором определённом порядке называется перестановкой из n чисел.

Говорят, что в данной перестановке числа i и j составляют инверсию, если i>j, но i стоит в этой перестановке раньше j.

Перестановку называют чётной, если её символы составляют чётное число инверсий, и нечётной – в противоположном случае.

 Всякое взаимно однозначное отображение А множества первых n натуральных чисел на себя называется подстановкой n-й степени, причём, очевидно, всякая подстановка А может быть записана при помощи двух перестановок, подписанных одна под другой.

6

Подстановка А будет чётной, если общее число инверсий в двух строках любой её записи чётно, и нечётной – в противоположном случае.

Определителем n-го порядка называется алгебраическая сумма n! членов, составленная следующим образом: членами служат всевозможные произведения n элементов матрицы, взятых по одному в каждой строке и  в каждом столбце, причём член берётся со знаком плюс, если его индексы составляют чётную подстановку и со знаком минус в противоположном случае.

Для определителя квадратной матрицы А используется обозначение |A| или detA.

Свойства определителя:
1.определитель транспонированной матрицы равен определителю исходной, т.е.
      det(AT) = detA;
2.если все элементы строки умножить на 
[image: image81.wmf]С
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, то определитель умножится на  
[image: image82.wmf]l

;
3. если каждый элемент некоторой строки определителя представлен в виде суммы двух слагаемых, то определитель можно представить в виде суммы двух определителей, у которых все строки, кроме данной прежние, а в данной строке в первом определителе стоят первые, а во втором – вторые слагаемые;

3’. аналогичные свойства для столбцов;

4. если две какие–либо строки (столбца) матрицы поменять местами, то определитель матрицы умножиться на (-1);

5. определитель с двумя одинаковыми строками (столбцами) равен 0;

6. определитель не изменится, если к какой–либо его строке (столбцу) прибавить другую строку (столбец), умноженную на 
[image: image83.wmf]l

.
 Алгебраическое дополнение 
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где 
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 (минор) – определитель матрицы, полученной удалением из А 
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– й строки и 
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– го столбца. 
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Определитель можно разложить по любой строке и любому столбцу.

Разложение по i–й строке имеет вид:
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7.Обратная матрица. Матрица А, у которой detA≠0, называется невырожденной.

Обратная матрица В = А-1 (по отношению к матрице А) – такая матрица, что АВ = ВА = Е.

Обратная матрица существует в том и только в том случае, когда матрица А невырожденная.

В этом случае 
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где 
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– алгебраические дополнения к элементам 
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Если матрица А – ортогональная и симметрическая, то
                           А-1 = А.
8.Конечные разности. Конечные разности вектора 
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 определяются рекуррентно :
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Вместо 
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Конечную разность 
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 порядка 
[image: image100.wmf])
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 можно непосредственно выразить через значения вектора 
[image: image101.wmf]y
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Справедлива формула
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§ 2. Пространство N – периодических                    комплекснозначных векторов
Зафиксируем натуральное число N. Определяем пространство следующим образом
    
[image: image103.wmf](
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Введём в 
[image: image104.wmf]N
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 две операции – операция сложения двух векторов и операция умножения вектора на комплексное число:
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[image: image110.wmf].
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В результате получим линейное комплексное пространство.

Введём символ 
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Лемма 1. Для 
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Доказательство. Так как в обеих частях (1) стоят N–периодические векторы, проверим равенство при 
[image: image120.wmf].
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Поскольку при 
[image: image121.wmf]1

:

0

,

-

Î

N

j

k

 выполняются неравенства

[image: image122.wmf],

1

)

1

(

-

£

-

£

-

-

N

k

j

N

 
 то 
[image: image123.wmf]0

)

(

=

-

k

j

N

d

 при 
[image: image124.wmf].

j

k

¹

 Отсюда имеем 


[image: image125.wmf]å

-

=

=

=

-

1

0

).

(

)

0

(

)

(

)

(

)

(

N

k

N

N

j

x

j

x

k

j

k

x

d

d


Таким образом, лемма доказана.

 Формула (1) даёт аналитическое представление вектора х по его значениям на основном периоде 
[image: image126.wmf].
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Рассмотрим следующую систему сдвигов вектора 
[image: image127.wmf]N
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Покажем, что эта система линейно независима на Z. Действительно, пусть
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Как отмечалось, левая часть этого равенства равна 
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 Поэтому согласно лемме 1 любой вектор х разлагается  по линейно независимой системе (2). Таким образом, показали, что система (2) является базисом пространства 
[image: image134.wmf].
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. При этом размерность пространства 
[image: image135.wmf]N
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 равна N, т.е. 
[image: image136.wmf].
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Следующее вспомогательное утверждение будем часто использовать в дальнейшем.


[image: image137.wmf]
Лемма 2. Для любого вектора 
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Доказательство. Пусть 
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Что и требовалось доказать.
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Следствие. В условиях леммы 2 справедливо равенство


[image: image152.wmf].
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Действительно,
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Следствие доказано.
Определим в 
[image: image154.wmf]N
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 скалярное произведение и норму

[image: image155.wmf].
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Как и в комплексном унитарном пространстве, в 
[image: image156.wmf]N
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 два вектора x, y называются ортогональными, если 
[image: image157.wmf].
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 Вектор называется нормированным, если ||x||=1.
Лемма 3. При всех 
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[image: image160.wmf]
Доказательство. Зафиксируем k и введём вектор 
[image: image161.wmf]).
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 После чего, учитывая чётность 
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d
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Что и требовалось доказать.
Следствие. Система векторов (2) является ортонормированной, т. е. образует ортонормированный базис  в пространстве 
[image: image164.wmf].
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Наряду с вектором 
[image: image165.wmf]x

 будем рассматривать векторы 
[image: image166.wmf]x
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векторы определяются следующим образом, а именно получаем векторы  со значениями 
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 Отметим также, что 
[image: image169.wmf].
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Введём понятия чётности и нечётности вектора.

Вектор 
[image: image170.wmf]x

 называется чётным, если 
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Вектор 
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 называется вещественным, если 
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                § 3. ДПФ. Основные   свойства
Возьмём корень 
[image: image177.wmf]й
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 степени из единицы 
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Лемма 1. Имеет место равенство

[image: image179.wmf]å

-

=

=

1

0

2

)

(

1

N

k

N

N

kj

i

j

e

N

d

p

,  
[image: image180.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image181.wmf].
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Доказательство. Заметим, что в левой части (1) стоит 
[image: image182.wmf]N

 – периодическая функция. 

На самом деле, 
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[image: image185.wmf]N

–периодическим является и 
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 Поэтому достаточно проверить равенство (1) при 
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 Из формулы для суммы членов геометрической прогрессии имеем

[image: image190.wmf]z

z

z

N

N

k

k

-

-

=

å

-

=

1

1

1

0

   при   
[image: image191.wmf].

1

¹

z


Положив 
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Равенство доказано.

1.Непрерывное преобразование Фурье и формула обращения.

Функция 
[image: image195.wmf]g

, заданная на всей числовой прямой и определяемая формулой
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называется преобразованием Фурье исходной функции 
[image: image197.wmf]f

.
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Формула, выражающая 
[image: image198.wmf]f

 через её преобразование Фурье и имеющая вид
                        
[image: image199.wmf]ò
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называется формулой обращения для непрерывного преобразования Фурье.
Следует обратить внимание на сходство между формулами (1) и (2).

Вторая из них отличается от первой лишь знаком в показателе и множителем 
[image: image200.wmf]p

2

1

 перед интегралом.
2.Дискретное преобразование Фурье (ДПФ). Определение. 

ДПФ – это отображение

[image: image201.wmf]N
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сопоставляющее вектору 
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 вектор 
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Вектор X называется спектром Фурье вектора x или просто спектром, а величины X(k) – компонентами спектра или спектральными составляющими соответствующего вектора.
Теорема 1. Имеет место формула обращения
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Доказательство. Из формул (1), (4) и из формулы (1) предыдущего параграфа имеем


[image: image206.wmf]).
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    Теорема доказана.
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Формулу (5)  можно записать компактно так: 
[image: image207.wmf]).
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Введём обозначение 
[image: image208.wmf]N
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Из равенства (6) видно, что вектор 
[image: image210.wmf])
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Коэффициентами в этом разложении являются компоненты спектра.

Лемма 2. Для любого целого k имеем 
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Доказательство. Действительно,
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Лемма доказана.
Лемма 3. Система векторов (7) ортогональна. При этом 
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Доказательство. Имеем при 
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)

).

(

)

(

)

(

,

1

0

)

(

2

1

0

l

k

N

e

j

u

j

u

u

u

N

N

j

j

l

k

N

i

N

j

l

k

l

k

-

=

=

=

å

å

-

=

-

-

=

d

p


Отсюда очевидным образом следует  требуемое.
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Лемма 4. Система 
[image: image218.wmf]1
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 линейно независима.
Доказательство. Чтобы показать линейную независимость данной системы, надо проверить равенство
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тогда и только тогда, когда 
[image: image220.wmf].
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Возьмём скалярное произведение и покажем справедливость данного равенства:
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Т.к. векторы ортогональные, то
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Нетрудно видеть, что  
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Лемма доказана.

Установлено, что система (7) образует ортогональный базис в пространстве 
[image: image227.wmf].
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Этот базис называется экспоненциальным.

Возьмём вектор 
[image: image228.wmf].
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Умножив обе части данного разложения на 
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[image: image232.wmf]).

,

(

)

,

(

j

j

j

j

u

a

u

u

c

=


Учитывая тот факт, что 
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Таким образом, формула (9) определяет коэффициенты Фурье вектора 
[image: image235.wmf].
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Рассмотрим матрицу, элементами которой является компоненты векторов 
[image: image236.wmf]k
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[image: image238.wmf].
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Это матрица ДПФ. Очевидно, у этой матрицы строки ортогональны.
Введем некоторые свойства данной матрицы и получим матрицу обратного преобразования.
Лемма 5. Матрица 
[image: image239.wmf]÷
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 будет ортогональной.

Доказательство. Для того чтобы доказать факт надо показать:

1.строки данной матрицы образуют ортогональную систему векторов;

2.норма каждой строки равна единице.

Покажем сначала первое, т.е. 
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Далее
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Лемма доказана.
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Лемма 6. Матрица 
[image: image242.wmf]N
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 является симметрической.

Доказательство. Чтобы доказать данную лемму, покажем справедливость равенства 
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Лемма доказана.

Раз матрица 
[image: image246.wmf]N
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 - ортогональная и симметрическая, то 
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Итак, 
[image: image250.wmf]N
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- матрица обратного преобразования Фурье.
В дальнейшем нам понадобится следующее утверждение.
Лемма 7. Если имеем действительное евклидовое пространство, то
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В случае комплексного пространства имеем
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Доказательство. 

Пусть 
[image: image253.wmf]÷
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Рассмотрим скалярное произведение
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 EMBED Equation.3  [image: image256.wmf]- левая часть нашего 

равенства.

Учитывая, что


[image: image257.wmf],

,

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

d

b

c

a

A

d

b

c

a

A

T

Т


рассмотрим
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 - правая часть 

нашего равенства.

Правая часть равенства совпала с левой частью, значит, (11) - верное равенство. 

Лемма доказана.
Далее рассмотрим свойства ДПФ.

Теорема 2. Пусть 
[image: image259.wmf]).
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Доказательство. Учитывая формулу (12) и тот факт, что матрица 
[image: image261.wmf]N
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 является симметрической и ортогональной, получим
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[image: image263.wmf]).
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Что и требовалось доказать.

Следствие. В условиях теоремы 2 справедливо равенство

[image: image264.wmf].

||

||

||

||

2

1

2

X

N

x

-

=

                                                                 (13)

Формула (13) называется равенством Парсеваля, а формула (12) – обобщённым равенством Парсеваля.
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      § 4. Задача восстановления координат
Ставится задача следующим образом. Пусть 
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Также считается известными и 
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Требуется узнать, можно ли найти 
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В приводимой ниже теореме показывается, что при некотором предположении координаты вектора 
[image: image271.wmf]x

 полностью восстанавливаются.

Теорема. Если спектр 
[image: image272.wmf]X

 вектора 
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 равен нулю на некотором множестве 
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Доказательство. По формуле обращения для ДПФ, учитывая условию теоремы, приходим к следующему равенству
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Зафиксируем 
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 и пусть 
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Применяя формулу обращения, приходим к равенству 
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Подставив это выражение в (2), придём к (1). Действительно,
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Теорема доказана.
Упростим формулу для h. Очевидно, что 
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Так как 
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Аналогичным образом получаем
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Итак, получаем
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В простейшем  случае, когда 
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Проверим это. При всех 
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что равносильно требуемому.
В случае 
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 нашу теорему можно переформулировать так: если на основном периоде 
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где h имеет вид (4).
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§5.Интерполяционная задача.
Рассмотрим следующую интерполяционную задачу
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В этой задаче требуется построить вектор 
[image: image306.wmf]x

, который в узлах 
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 принимает заданные значения 
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Решение данной интерполяционной задачи сформулируем в виде теоремы.

Теорема. Решением задачи (1) является вектор
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Доказательство. Однородная система 
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согласно формуле (1) из предыдущего параграфа имеет только нулевое решение.       Таким образом, задача (1) однозначно разрешима при любых комплексных 
[image: image311.wmf].
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 и формулы (1) предыдущего параграфа, получим
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Теорема доказана.
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                      § 6. Свёртка векторов
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Теорема 1 (о свёртке). Пусть 
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где справа стоит покомпонентное произведение спектров§, которое определяется следующим образом


[image: image323.wmf]),...).

1

(

)

1

(

),...,

0

(

)

0

(

(

-

×

-

×

=

×

N

Y

N

X

Y

X

Y

X

 
Доказательство. 
По формуле (2) из § 2 имеем
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что соответствует (2). Что требовалось доказать.
Из теоремы 1 как следствие можно получить следующий результат.

Следствие. Справедливо равенство
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Сформулируем свойства свёртки в виде теоремы.

Теорема 2. Свёртка коммутативна и ассоциативна.

Доказательство. Коммутативность 
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Учитывая (2) и (3), получаем
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Теорема доказана.
Преобразование 
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В качестве примера линейного преобразования рассмотрим оператор сдвига 
[image: image337.wmf]P

, сопоставляющий вектору 
[image: image338.wmf]x

 вектор 
[image: image339.wmf])

(

'

x

P

x

=

 с координатами 
[image: image340.wmf]).

1

(

)

(

'

-

=

j

x

j

x


Преобразование 
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Из определения получаем 
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- тождественный оператор.

Теорема 3. Преобразование 
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Доказательство. 
Необходимость. Учитывая, что 
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Так как оператор 
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 линейный и стационарный, то получим
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Допустив, что 
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Достаточность. Линейность сверточного оператора очевидна. Остается  проверить стационарность. В силу коммутативности свертки
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Далее запишем
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Что и требовалось доказать.

Рассмотрим операцию взятия конечной разности 
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Сначала покажем, что 
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Согласно (1) из § 2 имеем
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что и требовалось установить.
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        § 7. Решение задачи оптимальной интерполяции
Допустим, что 
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В этой задаче требуется построить возможно более гладкий вектор, принимающий в узлах 
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 заданные значения 
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 а гладкость  данного вектора характеризуется квадратом нормы конечной разности r – го порядка. Чаще всего рассматривается случай, когда r=2.
  Проведём замену переменных
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После чего перепишем задачу (1) в компонентах 
[image: image368.wmf]).
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 определяется соответственно формулой  (5) того же параграфа. Далее используя равенство Парсеваля   и формулу  из теоремы о свёртке, получаем
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Отметим только, что здесь
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 EMBED Equation.3  [image: image374.wmf].
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Введём обозначение

[image: image375.wmf].
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Тогда 
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Теперь обратимся к ограничениям. Имеем
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Таким образом, ограничения задачи (1) принимают вид
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Последняя формула представляет собой разложение вектора 
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где 
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 На основании (2) и (3) приходим к эквивалентной постановке задачи (1):
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[image: image384.wmf].
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Последняя задача, т.е. задача (4) распадается на m независимых подзадач, соответствующих разным  
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Поскольку 
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 Решение этой задачи имеет вид 
           
[image: image392.wmf].

0

)

)

1

((

...

)

2

(

)

(

),

0

(

)

0

(

=

-

=

=

=

=

*

*

*

*

m

n

X

m

X

m

X

nZ

X

                                (6)

Заметим только, что минимальное решение целевой функции равно нулю.

Допустим теперь, что 
[image: image393.wmf].

1

:

1

-

Î

m

p


В этом случае мы данную задачу решаем методом множителей Лагранжа.

Строим функцию Лагранжа:
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Итак,
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Чтобы найти 
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 воспользуемся ограничениями
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Из этого выражения находим 
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Подставив 
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 в (7), получим решение задачи (4) при 
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Введём обозначение
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Тогда окончательное решение запишется в виде
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Формулы (6) и (8) определяют 
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При этом минимальное значение целевой функции задачи (1) складывается из минимальных значений целевых функций задач (5) при 
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Преобразуем (9) к более удобному для вычислений виду. Индексы 
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Согласно (6) и (8) запишем
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Таким образом, приходим к следующей схеме решения задачи (1):
 1. в первую очередь, формируем два массива констант, зависящих только от       m,n и r:

    одномерный
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и (по столбцам) составляем двумерный
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 2. вычисляем 
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 3. после этого вводим двумерный массив В со столбцами 
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4. и наконец, применяя обратное ДПФ порядка m ко всем n-1 строкам матрицы В, получаем решение задачи (1):
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                       Решения задач
Задача 1. Докажите, что
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Доказательство. По определению сравнения

   
[image: image423.wmf].

13

12

1

13

)

1

(

38

.

.

,

)

13

(

12

1

)

13

(

1

38

M

M

-

-

-

-

º

-

-

º

и

и

к

т

и


Используя свойства сравнений, получим
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Или в одну строку 
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т.е. 12 есть остаток от данного деления.

Задача 2. Пусть 
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Требуется найти 
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Решение. Согласно формуле для вычисления свертки, имеем
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Задача 3. Докажите, что 
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Доказательство. Докажем данное равенство методом математической индукции.

При n=1 имеем верное равенство
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Пусть n=k
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Тогда
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Равенство доказано.

Задача 4. (Китайская теорема об остатках). Предположим, что 
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имеет единственное решение на множестве 
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Доказательство.
Пусть числа 
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Тогда число 
[image: image443.wmf]s

s

s

j

M

M

j

M

M

j

M

M

x

'

...

'

'

2

2

2

1

1

1

0

+

+

+

=

 - является решением

 системы (1).
Действительно, так как 
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так как все слагаемые в правой части делятся на 
[image: image446.wmf]1

n

. 
Известно, что  
  
[image: image447.wmf])

(

1

'

)

(

'

1

1

1

1

1

1

1

0

n

M

M

и

n

j

M

M

x

º

º

. 
Последнее сравнение умножим на 
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Тогда 
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решение всех остальных сравнений системы (1). Таким образом, 
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 - решение системы (1).

Докажем теперь единственность этого решения.

Пусть 
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Сравнение (2) перепишем в виде 
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Таким образом, доказали единственность решения системы (1).
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Задача 5. Докажите, что при 
[image: image458.wmf]Z

j

Î

 и натуральных 
[image: image459.wmf]N

и

n

 справедливо равенство

                  
[image: image460.wmf].

N

nN

j

n

nj

=

 
Доказательство. По определению вычета имеем
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Итак, 
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Задача 6. Пусть 
[image: image463.wmf]N

и

n

 - взаимно простые и натуральные числа, т.е.   
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Доказательство. Общий элемент множества 
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а множества 
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Задача 7. Докажите, что 
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Доказательство. (Метод математической индукции).
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Задача 8. Докажите, что конечная разность 
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Задача 9. Докажите, что сигнал 
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Задача 10.Приведём пример на вычисление ДПФ. Пусть 
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Покажем, что 
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Остаётся учесть, что в случае, когда 
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                                  Программы

                     Листинг программы для вычисления ДПФ

uses crt;

const

N=3;

var

j,k:integer;

xm,X_r,X_i:array[0..N-1] of real;

begin clrscr;

for k:=0 to N-1 do

readln(xm[k]);

for j:=0 to N-1 do begin

X_r[j]:=0; X_i[j]:=0;

                   end;

for j:=0 to N-1 do

for k:=0 to N-1 do  begin

X_r[j]:=X_r[j]+cos(2*pi*j*k/N)*xm[k];

X_i[j]:=X_i[j]+sin(2*pi*j*k/N)*xm[k];

                    end;

for j:=0 to N-1 do begin

if X_i[j]<0 then

writeln(X_r[j]:6:2,' +i*',-X_i[j]:5:2)

else writeln(X_r[j]:6:2,' -i*',X_i[j]:5:2)

                   end;

readkey;

end.
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Листинг программы для вычисления свёртки
uses crt;

const N=3;

var
x,v:array[0..N-1] of real;

y:array[1-N..N-1] of real;

j,k:integer;

begin clrscr;

for k:=0 to N-1 do

readln(x[k]);  writeln;

for k:=0 to N-1 do

{for j:=0 to N-1 do}

readln(y[k]); writeln;

{for j:=0 to N-1 do}

for k:=1 to N-1 do

y[-k]:=y[N-k];

{------------------------------------}

for k:=1-N to N-1 do writeln(y[k]:4:1); writeln;

{----------------------------------}

for j:=0 to N-1 do

v[j]:=0;

for j:=0 to N-1 do

for k:=0 to N-1 do

v[j]:=v[j]+x[k]*y[j-k];

for j:=0 to N-1 do

writeln(v[j]:4:1);

readkey;

end.
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Листинг программы для вычисления одномерного массива 
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uses crt;

const nb=12; n=3; m=4;

var

l,s:array[1..m-1] of real;

D_r,D_i,SR,SI:array[1..n-1,1..m-1] of real;

p,q,t:integer;

{-----------------------------------}

begin clrscr;

for p:=1 to m-1 do

s[p]:=0;

for p:=1 to m-1 do

for q:=0 to n-1 do

s[p]:=s[p]+1/(16*exp(4*ln(sin((pi*(p+m*q))/nb))));

for p:=1 to m-1 do

l[p]:=n/s[p];

for p:=1 to m-1 do

writeln(l[p]:4:1); writeln;

{----------------------------}

for t:=1 to n-1 do

for p:=1 to m-1 do begin

SR[t,p]:=0; SI[t,p]:=0; end;

for t:=1 to n-1 do

for p:=1 to m-1 do

for q:=0 to n-1 do

SR[t,p]:=SR[t,p]+cos((2*pi*q*t)/n)/(16*exp(4*ln(sin((pi*(p+m*q))/nb))));

SI[t,p]:=SI[t,p]+sin((2*pi*q*t)/n)/(16*exp(4*ln(sin((pi*(p+m*q))/nb))));

for t:=1 to n-1 do

for p:=1 to m-1 do

D_r[t,p]:=SR[t,p]*cos((2*pi*q*t)/nb)-SI[t,p]*sin((2*pi*q*t)/nb);

D_i[t,p]:=SR[t,p]*sin((2*pi*q*t)/nb)+SI[t,p]*cos((2*pi*q*t)/nb);

for t:=1 to n-1 do begin  writeln;

for p:=1 to m-1 do

write(D_r[t,p]:5:1);

                   end;

readkey;

end.
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Листинг программы для решения задачи оптимальной интерполяции
uses crt;

const

m=4; n=3; nb=12;

var

j,p,q,t,lm:integer;

zm,l,s,zv_r,zv_i:array[1..m-1] of real;

Z_r,Z_i:array[0..m-1] of real;

D_r,D_i,SR,SI:array[1..n-1,1..m-1] of real;

B_r,B_i:array[1..n-1,0..m-1] of real;

xr_i,xr_r,x_i,x_r:array[0..nb-1] of real;

{---------------------------------------------}

begin clrscr;

for p:=1 to m-1 do

s[p]:=0;

for p:=1 to m-1 do

for q:=0 to n-1 do

s[p]:=s[p]+1/(16*exp(4*ln(sin((pi*(p+m*q))/nb))));

for p:=1 to m-1 do

l[p]:=n/s[p];

writeln('lambda p');

for p:=1 to m-1 do

writeln(l[p]:4:1); writeln;

{-----------------------------------------------}

for j:=1 to m-1 do

readln(zm[j]);

Z_r[0]:=0; Z_i[0]:=0;

for j:=1 to m-1 do

Z_r[0]:=Z_r[0]+zm[j];

for p:=1 to m-1 do  begin

Z_r[p]:=0; Z_i[p]:=0;

                    end;

for p:=1 to m-1 do

for j:=1 to m-1 do begin

Z_r[p]:=Z_r[p]+cos(2*pi*p*j/m)*zm[j];

Z_i[p]:=Z_i[p]+sin(2*pi*p*j/m)*zm[j];

                   end;

writeln('Z(p)');

for p:=1 to m-1 do

writeln(Z_r[p]:6:2,'  ',Z_i[p]:6:2); writeln;

{-------------------------------------------------}

for p:=1 to m-1 do begin

zv_r[p]:=l[p]*Z_r[p];

zv_i[p]:=l[p]*Z_i[p];

                   end;
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writeln('Z s volnoy');

for p:=1 to m-1 do

writeln(zv_r[p]:6:2,'  ',zv_i[p]:6:2); writeln;

{---------------------------------------------------}

for t:=1 to n-1 do

for p:=1 to m-1 do begin

SR[t,p]:=0; SI[t,p]:=0; end;

for t:=1 to n-1 do

for p:=1 to m-1 do

for q:=0 to n-1 do

SR[t,p]:=SR[t,p]+cos((2*pi*q*t)/n)/(16*exp(4*ln(sin((pi*(p+m*q))/nb))));

SI[t,p]:=SI[t,p]+sin((2*pi*q*t)/n)/(16*exp(4*ln(sin((pi*(p+m*q))/nb))));

for t:=1 to n-1 do

for p:=1 to m-1 do

D_r[t,p]:=SR[t,p]*cos((2*pi*q*t)/nb)-SI[t,p]*sin((2*pi*q*t)/nb);

D_i[t,p]:=SR[t,p]*sin((2*pi*q*t)/nb)+SI[t,p]*cos((2*pi*q*t)/nb);

writeln; writeln('Matriza D');

for t:=1 to n-1 do begin  writeln;

for p:=1 to m-1 do

write(D_r[t,p]:5:1);

                   end;

writeln;

for t:=1 to n-1 do begin  writeln;

for p:=1 to m-1 do

write(D_i[t,p]:5:1);

                   end;

{-----------------------------------------------}

for t:=1 to n-1 do

for p:=1 to m-1 do begin

B_r[t,p]:=zv_r[p]*D_r[t,p];

B_i[t,p]:=zv_i[p]*D_i[t,p];

                   end;

for t:=1 to n-1 do begin

B_r[t,0]:=Z_r[0];

B_i[t,0]:=Z_r[0];

                   end;

writeln; writeln('Matriza B');

for t:=1 to n-1 do begin  writeln;

for p:=0 to m-1 do

write(B_r[t,p]:5:1); writeln;

                   end;

writeln;

for t:=1 to n-1 do begin  writeln;

for p:=0 to m-1 do

write(B_i[t,p]:5:1); writeln;

                   end;

{-----------------------------------------------}

for t:=1 to n-1 do

43

for lm:=0 to m-1 do begin

x_r[t+lm*n]:=0;

x_i[t+lm*n]:=0;

                    end;

for t:=1 to n-1 do

for lm:=0 to m-1 do

for p:=0 to m-1 do  begin

x_r[t+lm*n]:=x_r[t+lm*n]+B_r[t,p]*cos(2*pi*p*lm/m);

x_i[t+lm*n]:=x_i[t+lm*n]+B_i[t,p]*sin(2*pi*p*lm/m);

xr_r[t+lm*n]:=x_r[t+lm*n]/m;

xr_i[t+lm*n]:=x_i[t+lm*n]/m;

                    end;

writeln; writeln('Re x*','   ','Im x*');

for j:=0 to nb-1 do

writeln(xr_r[j]:4:1,'   ',xr_i[j]:4:1);

readkey;

end.

44
                                       Литература
1. В.Н.Малоземов,С.М.Машарский. Основы дискретного гармонического анализа. – СПб:, НИИММ, 2003 г.

2. А.Н. Колмогоров, С. В. Фомин. Элементы теории функции и функционального анализа. – М:, Наука, 1976 г.
3. А. Г. Курош. Курс высшей алгебры. – М:, Наука, 1971 г.

4. В. С. Шипачев. Высшая математика. – М:, Высшая школа, 2003 г.
5. Г. А. Магомедов, М. М. Сиражудинов, Р. К. Рагимханов. Теория функций комплексного анализа. – Махачкала:, ИПЦ ДГУ, 2003 г.

45
_1231087581.unknown

_1241103594.unknown

_1241108162.unknown

_1241157791.unknown

_1241159165.unknown

_1241159780.unknown

_1241160155.unknown

_1241160752.unknown

_1241161040.unknown

_1241278656.unknown

_1241278762.unknown

_1241344273.unknown

_1241344272.unknown

_1241278699.unknown

_1241161851.unknown

_1241162030.unknown

_1241277622.unknown

_1241161898.unknown

_1241161259.unknown

_1241160813.unknown

_1241160950.unknown

_1241160786.unknown

_1241160431.unknown

_1241160692.unknown

_1241160308.unknown

_1241159956.unknown

_1241160020.unknown

_1241160101.unknown

_1241160001.unknown

_1241159924.unknown

_1241159935.unknown

_1241159876.unknown

_1241159400.unknown

_1241159528.unknown

_1241159705.unknown

_1241159488.unknown

_1241159295.unknown

_1241159376.unknown

_1241159237.unknown

_1241159288.unknown

_1241158581.unknown

_1241158839.unknown

_1241159034.unknown

_1241159069.unknown

_1241158979.unknown

_1241158657.unknown

_1241158705.unknown

_1241158599.unknown

_1241158245.unknown

_1241158452.unknown

_1241158527.unknown

_1241158428.unknown

_1241158007.unknown

_1241158056.unknown

_1241157796.unknown

_1241156300.unknown

_1241156655.unknown

_1241157502.unknown

_1241157646.unknown

_1241157076.unknown

_1241156542.unknown

_1241156606.unknown

_1241156358.unknown

_1241108394.unknown

_1241108621.unknown

_1241109028.unknown

_1241109402.unknown

_1241109660.unknown

_1241109123.unknown

_1241108825.unknown

_1241108529.unknown

_1241108257.unknown

_1241108330.unknown

_1241108198.unknown

_1241106510.unknown

_1241107460.unknown

_1241107904.unknown

_1241108064.unknown

_1241108081.unknown

_1241108005.unknown

_1241107802.unknown

_1241107867.unknown

_1241107685.unknown

_1241106886.unknown

_1241107188.unknown

_1241107225.unknown

_1241106982.unknown

_1241106708.unknown

_1241106749.unknown

_1241106655.unknown

_1241104588.unknown

_1241105849.unknown

_1241106216.unknown

_1241106286.unknown

_1241105873.unknown

_1241105568.unknown

_1241105824.unknown

_1241104816.unknown

_1241103773.unknown

_1241103967.unknown

_1241104194.unknown

_1241103894.unknown

_1241103726.unknown

_1241103759.unknown

_1241103669.unknown

_1239213825.unknown

_1239262999.unknown

_1239279559.unknown

_1239547345.unknown

_1239547692.unknown

_1240810313.unknown

_1240811784.unknown

_1240813530.unknown

_1240814083.unknown

_1240814138.unknown

_1240813540.unknown

_1240813025.unknown

_1240810739.unknown

_1239547821.unknown

_1239550136.unknown

_1239550889.unknown

_1239551559.unknown

_1239550405.unknown

_1239548423.unknown

_1239547782.unknown

_1239547562.unknown

_1239547665.unknown

_1239547449.unknown

_1239281241.unknown

_1239285656.unknown

_1239347695.unknown

_1239547170.unknown

_1239347875.unknown

_1239285701.unknown

_1239285403.unknown

_1239285600.unknown

_1239284728.unknown

_1239280005.unknown

_1239280496.unknown

_1239280509.unknown

_1239280530.unknown

_1239280210.unknown

_1239280407.unknown

_1239279937.unknown

_1239269648.unknown

_1239278877.unknown

_1239279222.unknown

_1239279406.unknown

_1239278953.unknown

_1239270314.unknown

_1239271036.unknown

_1239270151.unknown

_1239270225.unknown

_1239270103.unknown

_1239268555.unknown

_1239269450.unknown

_1239269582.unknown

_1239269406.unknown

_1239268368.unknown

_1239268525.unknown

_1239268107.unknown

_1239214612.unknown

_1239262346.unknown

_1239262465.unknown

_1239262950.unknown

_1239262428.unknown

_1239262445.unknown

_1239214661.unknown

_1239262242.unknown

_1239214637.unknown

_1239214255.unknown

_1239214585.unknown

_1239214593.unknown

_1239214558.unknown

_1239214193.unknown

_1239214209.unknown

_1239214123.unknown

_1239203001.unknown

_1239206040.unknown

_1239208004.unknown

_1239213204.unknown

_1239213350.unknown

_1239213687.unknown

_1239213706.unknown

_1239213441.unknown

_1239213322.unknown

_1239213339.unknown

_1239213267.unknown

_1239208885.unknown

_1239209290.unknown

_1239209869.unknown

_1239213172.unknown

_1239213193.unknown

_1239210029.unknown

_1239210158.unknown

_1239209969.unknown

_1239209724.unknown

_1239209776.unknown

_1239209375.unknown

_1239209022.unknown

_1239209085.unknown

_1239208926.unknown

_1239208554.unknown

_1239208624.unknown

_1239208729.unknown

_1239208572.unknown

_1239208402.unknown

_1239208457.unknown

_1239208257.unknown

_1239207167.unknown

_1239207291.unknown

_1239207650.unknown

_1239207828.unknown

_1239207487.unknown

_1239207258.unknown

_1239207275.unknown

_1239207205.unknown

_1239206514.unknown

_1239206944.unknown

_1239206971.unknown

_1239206781.unknown

_1239206206.unknown

_1239206456.unknown

_1239206151.unknown

_1239203595.unknown

_1239205568.unknown

_1239205655.unknown

_1239205879.unknown

_1239205598.unknown

_1239204010.unknown

_1239204356.unknown

_1239203721.unknown

_1239203387.unknown

_1239203460.unknown

_1239203521.unknown

_1239203410.unknown

_1239203249.unknown

_1239203273.unknown

_1239203050.unknown

_1239119417.unknown

_1239201266.unknown

_1239201978.unknown

_1239202605.unknown

_1239202815.unknown

_1239202348.unknown

_1239201567.unknown

_1239201673.unknown

_1239201350.unknown

_1239200650.unknown

_1239201033.unknown

_1239201105.unknown

_1239200679.unknown

_1239120648.unknown

_1239200495.unknown

_1239200572.unknown

_1239200472.unknown

_1239120891.unknown

_1239120426.unknown

_1239120555.unknown

_1239120134.unknown

_1239019045.unknown

_1239019264.unknown

_1239118557.unknown

_1239119311.unknown

_1239118111.unknown

_1239115115.unknown

_1239019141.unknown

_1239019157.unknown

_1239019124.unknown

_1231088507.unknown

_1239018993.unknown

_1239019032.unknown

_1238233880.unknown

_1239018559.unknown

_1231088990.unknown

_1231088281.unknown

_1231088393.unknown

_1231088217.unknown

_1168859018.unknown

_1230907370.unknown

_1230911823.unknown

_1230915513.unknown

_1231085227.unknown

_1231087126.unknown

_1231087483.unknown

_1231087511.unknown

_1231087200.unknown

_1231085415.unknown

_1231087086.unknown

_1231085261.unknown

_1230920609.unknown

_1230921079.unknown

_1230921246.unknown

_1231084856.unknown

_1231085051.unknown

_1230921344.unknown

_1230923100.unknown

_1231084806.unknown

_1230923025.unknown

_1230921294.unknown

_1230921180.unknown

_1230921216.unknown

_1230921120.unknown

_1230920689.unknown

_1230921026.unknown

_1230920621.unknown

_1230917894.unknown

_1230918017.unknown

_1230918357.unknown

_1230917902.unknown

_1230915966.unknown

_1230917715.unknown

_1230917786.unknown

_1230916991.unknown

_1230915588.unknown

_1230913248.unknown

_1230913605.unknown

_1230914065.unknown

_1230914438.unknown

_1230915012.unknown

_1230914862.unknown

_1230914221.unknown

_1230913902.unknown

_1230914025.unknown

_1230913856.unknown

_1230913491.unknown

_1230913566.unknown

_1230913435.unknown

_1230912690.unknown

_1230912820.unknown

_1230913073.unknown

_1230912760.unknown

_1230912442.unknown

_1230912526.unknown

_1230912107.unknown

_1230909323.unknown

_1230909596.unknown

_1230909732.unknown

_1230911765.unknown

_1230909629.unknown

_1230909500.unknown

_1230909570.unknown

_1230909366.unknown

_1230907998.unknown

_1230909195.unknown

_1230909252.unknown

_1230909155.unknown

_1230907524.unknown

_1230907620.unknown

_1230907465.unknown

_1230666253.unknown

_1230906249.unknown

_1230906510.unknown

_1230906841.unknown

_1230906880.unknown

_1230906800.unknown

_1230906316.unknown

_1230906334.unknown

_1230906291.unknown

_1230666689.unknown

_1230666979.unknown

_1230906156.unknown

_1230666794.unknown

_1230666363.unknown

_1230666429.unknown

_1230666307.unknown

_1230665569.unknown

_1230665802.unknown

_1230666048.unknown

_1230666139.unknown

_1230665857.unknown

_1230665644.unknown

_1230665698.unknown

_1230665612.unknown

_1230664727.unknown

_1230665280.unknown

_1230665513.unknown

_1230664903.unknown

_1230665112.unknown

_1230664626.unknown

_1230664712.unknown

_1168859242.unknown

_1168859636.unknown

_1168859937.unknown

_1168859099.unknown

_1168105596.unknown

_1168111717.unknown

_1168442198.unknown

_1168443840.unknown

_1168446263.unknown

_1168798050.unknown

_1168856886.unknown

_1168857369.unknown

_1168798414.unknown

_1168447167.unknown

_1168447815.unknown

_1168448749.unknown

_1168449107.unknown

_1168447920.unknown

_1168447523.unknown

_1168447688.unknown

_1168447430.unknown

_1168446592.unknown

_1168447131.unknown

_1168446458.unknown

_1168445748.unknown

_1168446142.unknown

_1168446173.unknown

_1168445892.unknown

_1168443944.unknown

_1168444350.unknown

_1168443869.unknown

_1168443328.unknown

_1168443742.unknown

_1168443819.unknown

_1168443618.unknown

_1168442997.unknown

_1168443156.unknown

_1168442251.unknown

_1168113082.unknown

_1168439563.unknown

_1168441764.unknown

_1168441940.unknown

_1168439907.unknown

_1168441530.unknown

_1168439830.unknown

_1168113645.unknown

_1168439256.unknown

_1168113136.unknown

_1168112359.unknown

_1168112708.unknown

_1168112761.unknown

_1168112373.unknown

_1168112103.unknown

_1168112169.unknown

_1168111883.unknown

_1168109868.unknown

_1168111052.unknown

_1168111443.unknown

_1168111634.unknown

_1168111685.unknown

_1168111529.unknown

_1168111283.unknown

_1168111353.unknown

_1168111137.unknown

_1168110784.unknown

_1168111003.unknown

_1168111016.unknown

_1168110972.unknown

_1168110605.unknown

_1168110671.unknown

_1168109914.unknown

_1168107252.unknown

_1168107916.unknown

_1168108697.unknown

_1168109748.unknown

_1168108141.unknown

_1168108229.unknown

_1168108341.unknown

_1168107970.unknown

_1168107389.unknown

_1168107891.unknown

_1168107291.unknown

_1168106289.unknown

_1168106508.unknown

_1168106973.unknown

_1168106335.unknown

_1168105882.unknown

_1168106227.unknown

_1168105652.unknown

_1168101446.unknown

_1168101960.unknown

_1168104863.unknown

_1168105399.unknown

_1168105455.unknown

_1168105297.unknown

_1168104188.unknown

_1168104586.unknown

_1168103769.unknown

_1168101868.unknown

_1168101907.unknown

_1168101932.unknown

_1168101893.unknown

_1168101503.unknown

_1168101782.unknown

_1168101462.unknown

_1168097034.unknown

_1168100990.unknown

_1168101236.unknown

_1168101319.unknown

_1168101207.unknown

_1168097440.unknown

_1168100703.unknown

_1168097158.unknown

_1168022821.unknown

_1168023680.unknown

_1168096177.unknown

_1168023007.unknown

_1168021373.unknown

_1168022504.unknown

_1168021202.unknown

